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ДЕГРАДИРУЕМЫЕ КАНАЛЫ, КАНАЛЫ С МЕНЬШИМ ШУМОМ
И КВАНТОВЫЕ СТАТИСТИЧЕСКИЕ МОРФИЗМЫ:

ОТНОШЕНИЕ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ1

Два отношения частичного порядка между каналами связи, а именно “быть
деградируемым в” и “иметь меньший шум, чем” рассматриваются в свете недав-
них результатов о статистических сравнениях квантовых каналов. Хотя полу-
ченные результаты покрывают как классические, так и квантовые каналы, слу-
чай классических каналов с шумом разобран отдельно и показано, что в этом
случае можно получить альтернативное независимое доказательство, обладаю-
щее определенными преимуществами по сравнению с общим результатом.

§ 1. Введение

Для двух заданных каналов естественно спросить, какой из них “лучше”. Как
легко понять, упорядочение каналов по их пропускной способности излишне ограни-
чивает возможности, поскольку могут быть и другие меры “качества” канала, более
подходящие для той или иной рассматриваемой задачи. Это тем более справедливо
для квантовых каналов, для которых существует много неэквивалентных определе-
ний пропускной способности [1]. На самом деле нетрудно понять, что есть бесконечно
много таких “критериев сравнения”, и каждый из них задает лишь частичное, а не
полное отношение порядка на каналах. В этом нет ничего удивительного: каналы –
это объекты больших размерностей, и любой полный порядок на них весьма груб
– как правило, слишком груб, чтобы иметь какую-либо практическую пользу. Как
бы то ни было, некоторые из этих критериев сравнения более естественны, более
убедительны, или даже математически более просты, чем другие, и поэтому лучше
изучены в литературе. В настоящей статье фактически рассматриваются два таких
хорошо изученных критерия сравнения, а именно отношения частичного порядка
“быть деградируемым в” и “иметь меньший шум, чем”, задаваемые определения-
ми 1, 2 (большой список разнообразных мер сравнения для дискретных каналов
с шумом см. в [2]).
Цель настоящей статьи – установить взаимосвязь между деградируемыми кана-

лами и каналами с меньшим шумом помимо очевидного “деградируемость влечет
меньший шум”. Более точно, мы показываем, что формального (но не значитель-
ного) изменения определения канала с меньшим шумом достаточно, чтобы сделать
эти два упорядочивания эквивалентными. Результат доказан в общей постановке,
где каналы моделируются как вполне положительные сохраняющие след отобра-
жения операторных алгебр, включая тем самым квантовые каналы, классические
каналы (в которых вход и выход являются коммутативными алгебрами), а также
гибридные классически-квантовые и квантово-классические каналы.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке фонда JSPS KAKENHI (номер гранта 26247016).
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Ключевым для нашего подхода является понятие квантовых статистических
морфизмов, т.е. линейных отображений операторных алгебр, обобщающих в ста-
тистическом смысле идею “постобработки” или “укрупнения зерна” (см. определе-
ние 5). Использование статистических морфизмов позволяет доказывать результаты
при весьма слабых предположениях, так что квантовый и классический случай полу-
чаются как частные случаи единого универсального подхода. Такой подход от боль-
шего к меньшему помимо математической простоты обладает тем достоинством,
что статистика очевидным образом отделена от физики: его можно непосредствен-
но применять к общим вероятностным теориям, поскольку он не опирается ни на
какое конкретное свойство квантовой теории, такое как, например, полная положи-
тельность.
Статья имеет следующую структуру. В § 2 вводятся обозначения и некоторые

основные понятия. В § 3 вводится понятие статистических морфизмов и доказы-
вается основное отношение эквивалентности. В § 4 рассматривается частный слу-
чай полуклассических каналов. Случай дискретных классических каналов с шумом
разбирается отдельно в п. 4.1, причем способом, не использующим знание квантово-
го случая и позволяющим изучить аппроксимативный случай, рассматриваемый в
Приложении. В § 5 рассматривается случай полностью квантовых каналов. В заклю-
чение в § 6 даются некоторые комментарии и возможные направления дальнейшего
развития.

§ 2. Обозначения и определения
Всюду далее все множества конечны, а гильбертовы пространства конечномерны.

• Множества обозначаются буквами X = {x : x ∈ X}, Y = {y : y ∈ Y} и т.д.
• Распределение вероятностей на X – функция p : X → [0, 1], такая что

∑
x
p(x) = 1.

• Множество всех распределений вероятностей на X обозначается через P(X ).
• Случайные величины обозначаются заглавными буквами X , Y и т.д. и принима-
ют значения на множествах X = {x}, Y = {y} и т.д.

• Дискретные каналы с шумом отождествляются с соответствующими условными
распределениями вероятностей.

• Квантовые системы обозначаются заглавными буквами Q, R и т.д., ассоцииро-
ванные гильбертовы пространства обозначаются через HQ, HR и т.д., а их раз-
мерности – через dQ

def
= dimHQ и т.д.

• Множество линейных операторов, действующих на гильбертовом простран-
стве H, обозначается через L(H). Тождественный оператор обозначается че-
рез �.

• Состояния системы Q представляются операторами плотности, т.е. оператора-
ми ρ ∈ L(H), такими что ρ � 0 и Tr[ρ] = 1.

• Множество операторов плотности, действующих на гильбертовом простран-
стве H, обозначается через S(H).

• Положительная операторнозначная мера (ПОЗМ ) – это функция P : X → L(H),
такая что P (x) � 0 и

∑
x
P (x) = �. Для удобства чтения мы зачастую указываем

аргумент x в виде верхнего индекса, т.е. пишем P x вместо P (x).
• Множество ПОЗМ из X в L(H) обозначается через M(X ,H).
• Квантовые каналы – это вполне положительные сохраняющие след линейные
отображенияN : L(HQ) → L(HR). Область значений каналаN определяется как
образ множества L(HQ) под действием N , т.е. множество {N (X) : X ∈ L(HQ)}.
Тождественное отображение обозначается через id.

• Множество квантовых каналов из L(HQ) в L(HR) будем обозначать через
C(HQ,HR).
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• Для линейного отображения L : L(HQ) → L(HR) его двойственное относительно
следа отображение L∗ : L(HR) → L(HQ) – это линейное отображение, задаваемое
соотношением

Tr[L∗(XR)YQ]
def
= Tr[XR L(YQ)]

для всех YQ ∈ L(HQ) и всех XR ∈ L(HR). При этом N сохраняет след тогда и
только тогда, когда N ∗ сохраняет единицу, т.е. N ∗(�R) = �Q. Кроме того, ли-
нейное отображение L эрмитово тогда и только тогда, когда для любых X = X†

выполнено L(X) = L(X)†.
• Классически-квантовый канал (cq-канал) – это функция E : X → S(H). Как пра-
вило, будем обозначать операторы плотности E(x) через ρx, σx и т.д. Эквивалент-
ным образом cq-канал E можно описывать как семейство операторов плотности
E = {ρx : x ∈ X}.

• Классически-квантовое состояние (cq-состояние) – это двухчастичный опера-
тор плотности, описывающий квантовую систему Q, коррелированную со слу-
чайной величиной X . Поскольку случайные величины можно рассматривать как
коммутирующие операторы плотности, будем представлять cq-состояния в виде,
например, ρXQ =

∑
x∈X

p(x)|x〉〈x|X ⊗ ρxQ, где {|x〉 : x ∈ X} – единичные ортого-
нальные векторы.

• Для заданного двухчастичного оператора плотности ρRQ ∈ S(HR⊗HQ) его услов-
ная min-энтропия Hmin(R |Q)ρ определяется как

Hmin(R |Q)ρ
def
= − inf

σQ∈S(HQ)
inf

{
λ ∈ R : ρRQ � 2λ�R ⊗ σQ

}
.

В частности, будем использовать тот факт [3], что

2−Hmin(R|Q)ρ = dR max
N∈C(HQ,HR′)

F 2
(
(idR ⊗N )ρRQ,Φ

+
RR′

)
,

где HR′ ∼= HR, F 2(ρ, σ)
def
= ‖√ρ

√
σ‖21 и Φ+

RR′
def
= d−1

R

dR∑
i,j=1

|iR〉|iR′〉〈jR|〈jR′ | для

некоторого ортогонального базиса {|i〉} пространства HR. В случае cq-состояния
ρXQ =

∑
x∈X

p(x)|x〉〈x|X ⊗ ρxQ эта формула принимает вид

2−Hmin(X |Q)ρ = max
P∈M(X ,HQ)

∑
x∈X

p(x)Tr
[
ρxQ P x

Q

] def
= Pguess(X |Q)ρ

– ожидаемая вероятность угадывания, т.е. вероятность правильно угадать зна-
чение X , имея доступ только к квантовой системе Q.

2.1. “Деградируемые” каналы и каналы “с меньшим шумом”. Для классического
случая следующие определения содержатся в [4–7].
О п р е д е л е н и е 1 (деградируемые каналы). Для дискретных каналов p(y |x) и

p′(z |x) говорят, что p деградируем в p′, если существует дискретный канал q(z |y),
такой что

p′(z |x) =
∑
y∈Y

q(z |y)p(y |x).

Опр е д е л е н и е 2 (каналы с меньшим шумом). Для дискретных каналов p(y |x)
и p′(z |x) говорят, что p – канал с меньшим шумом, чем p′, если для любой дискрет-
ной случайной величины U , любого распределения вероятностей q(u) и любого ка-
нала q(x |u) совместные распределения вероятностей входа-выхода q(u)q(x |u)p(y |x)
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и q(u)q(x |u)p′(z |x) удовлетворяют условию

H(U |Y ) � H(U |Z).

Если p1 деградируем в p2, то p1 – канал с меньшим шумом, чем p2: доказательство
является простым следствием леммы об обработке данных. К обратному утвержде-
нию имеются контрпримеры [5], т.е. один канал может быть каналом с меньшим
шумом, чем другой, не будучи при этом деградируемым. Следствием результатов
настоящей статьи является то, что в определении 2 достаточно заменить H на Hmin,
чтобы частичный порядок “с меньшим шумом” (теперь определенный через Hmin)
стал эквивалентным частичному порядку “быть деградируемым”. Этот факт фор-
мально представлен в следствии 3. (Читатель, интересующийся только классиче-
ским случаем, может сразу обратиться к п. 4.1: в нем следствие 3 доказано незави-
симым образом, не используя идеи, развитые для общего некоммутативного случая.
Более того, это доказательство позволяет исследовать аппроксимативный случай,
рассматриваемый в Приложении.)
На самом деле наш анализ не ограничится случаем классических каналов с шу-

мом, а будет включать некоторые результаты, справедливые и для квантовых кана-
лов. Поэтому обобщим определения 1, 2 на квантовый случай следующим образом
(впрочем, ср. с [8]).

О п р е д е л е н и е 3 (деградируемые квантовые каналы). Для вполне положи-
тельных сохраняющих след отображенийN : L(HQ) → L(HR) и N ′ : L(HQ) → L(HS)
говорят, что N деградируемо в N ′, если существует вполне положительное сохраня-
ющее след отображение T : L(HR) → L(HS), такое что

N ′ = T ◦ N .

Опр е д е л е н и е 4 (квантовые каналы с меньшим шумом). Для вполне положи-
тельных сохраняющих след отображенийN : L(HQ) → L(HR) и N ′ : L(HQ) → L(HS)
говорят, что N – канал с меньшим шумом, чем N ′, если для любой дискретной слу-
чайной величины U , любого распределения вероятностей q(u) и любого cq-канала
E = {ρuQ : u ∈ U} соответствующие cq-состояния входа-выхода

σUR
def
=

∑
u

q(u)|u〉〈u|U ⊗NQ(ρ
u
Q) и τUS

def
=

∑
u

q(u)|u〉〈u|U ⊗N ′
Q(ρ

u
Q)

удовлетворяют условию

H(U |R)σ � H(U |S)τ .

В статье изучается взаимосвязь между понятиями деградируемых каналов и ка-
налов с меньшим шумом как в классической, так и в квантовой теории информации.
Далее будет показано, в частности, как можно формально модифицировать опреде-
ления 2, 4, чтобы эти два частичных порядка стали эквивалентными. Представлен-
ные результаты основаны на недавно полученных вариантах теоремы Блэквелла –
Шермана –Стейна [9–11] для квантовых систем [12–17].

§ 3. Статистические морфизмы и основное соотношение эквивалентности
Начнем с обобщения определения, данного в [15].
О п р е д е л е н и е 5 (квантовые статистические морфизмы). Для вполне поло-

жительного сохраняющего след отображения N : L(HQ) → L(HR) его статисти-
ческий морфизм – это линейное отображение L : L(HR) → L(HS), такое что для
любого конечного множества исходов X и любой ПОЗМ {P̄ x

S : x ∈ X} существует
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другая ПОЗМ {P x
R : x ∈ X}, такая что

Tr[(L ◦ N )(ρQ) P̄
x
S ] = Tr[N (ρQ)P

x
R], ∀x ∈ X , ∀ρQ ∈ S(HQ). (1)

Замечание 1. Ясно, что положительное сохраняющее след линейное отображе-
ние всегда задает статистический морфизм для любого канала. Однако отобра-
жение может быть статистическим морфизмом для некоторого канала, не будучи
положительным и сохраняющим след, – на самом деле статистические морфиз-
мы, вообще говоря, даже не могут быть продолжены до положительных сохра-
няющих след отображений, как показано в [18] с помощью явного контрпримера2.
Можно лишь утверждать, что если L – статистический морфизм отображения N ,
то L – положительное сохраняющее след (ПСС) отображение на области значе-
ний N , т.е. Tr[(L ◦ N )(XQ)] = Tr[N (XQ)] для всех XQ ∈ L(HQ), и если N (XQ) � 0,
то Tr[(L ◦ N )(XQ) P̄S ] � 0 для всех P̄S � 0. Возникает следующий вопрос: всякое
ли линейное отображение L, положительное и сохраняющее след на области значе-
ний отображения N , является статистическим морфизмом N ? Ответ на этот вопрос
снова отрицательный, поскольку чтобы гарантировать, что L положительно и со-
храняет след на области значенийN , достаточно, чтобы (1) выполнялось только для
двоичных ПОЗМ (т.е. воздействий) {P̄ ,�− P̄}, однако известно, что такое условие
строго слабее, чем условие, требуемое в определении 5, которое должно выполняться
для любого конечного X [20]. Таким образом, обобщая, получаем следующее:

ПСС всюду =⇒
�⇐=

статистический морфизм N =⇒
�⇐=

ПСС на области значений N .

Замечание 2. В дальнейшем, говоря “сохраняющий след статистический мор-
физм”, мы подразумеваем сохраняющее след (всюду) линейное отображение, ко-
торое, в частности, является статистическим морфизмом (для некоторого канала).

Теперь мы готовы сформулировать основное соотношение эквивалентности.

П р е д л оже н и е 1. Для вполне положительных сохраняющих след отображе-
ний N : L(HQ) → L(HR) и N ′ : L(HQ) → L(HS) следующие утверждения эквива-
лентны:
(i) Для любой дискретной случайной величины U , любого распределения веро-

ятностей q(u) и любого cq-канала E = {ρuQ : u ∈ U} соответствующие
cq-состояния входа-выхода

σUR =
∑
u∈U

q(u)|u〉〈u|U ⊗N (ρuQ) и τUS =
∑
u∈U

q(u)|u〉〈u|U ⊗N ′(ρuQ)

удовлетворят неравенству

Hmin(U |R)σ � Hmin(U |S)τ ,

т.е. Pguess(U |R)σ � Pguess(U |S)τ ;
(ii) Существует эрмитов сохраняющий след статистический морфизм

L : L(HR) → L(HS) отображения N , такой что

N ′ = L ◦ N .

Отметим, что утверждение (i) предложения 1 выглядит в точности, как определе-
ние каналов с меньшим шумом (определение 4), с той лишь разницей, что вместо H
используется Hmin.

2 Об этой задаче см. также [19].
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Док а з а т е л ь с т в о. Если справедливо утверждение (ii), то

Pguess(U |S)τ = max
P̄∈M(U ,HS)

∑
u∈U

q(u)Tr[N ′(ρuQ) P̄
u
S ] =

= max
P̄∈M(U ,HS)

∑
u∈U

p(u)Tr[(L ◦ N )(ρuQ) P̄
u
S ] � max

P∈M(U ,HR)

∑
u∈U

p(u)Tr[N (ρuQ)P
u
R] =

= Pguess(U |R)σ,

где неравенство следует из определения 5.
Наоборот, пусть выполнено утверждение (i). Как показано в [15–17], отсюда сле-

дует, что для любой ПОЗМ {P̄ x
S : s ∈ X} на HS существует ПОЗМ {P x

R : s ∈ X}
на HR, такая что

Tr[N ′(ρQ) P̄
x
S ] = Tr[N (ρQ)P

x
R] (2)

для всех x ∈ X и всех ρQ ∈ S(HQ). В качестве {P̄ x
S : s ∈ X} ∈ M(X ,HS) выберем

информационно полную ПОЗМ, т.е. такую, что span{P̄ x
S : x ∈ X} = L(HS). Пусть

{P x
R : s ∈ X} ∈ M(X ,HR) – соответствующая ПОЗМ, удовлетворяющая условию (2),

и зададим линейное отображение L∗ : L(HS) → L(HR) как

L∗(P̄ x
S )

def
= P x

R, x ∈ X .

Такое отображение определено однозначно, поскольку {P̄ x
S : x ∈ X} является ба-

зисом в L(HS), и сохраняет единицу по построению, откуда следует, что его двой-
ственное относительно следа отображение L : L(HR) → L(HS) сохраняет след. Что-
бы доказать, что отображение L эрмитово, рассмотрим множество {Θx

S : x ∈ X}
эрмитовых операторов в L(HS), таких что

XS =
∑
x∈X

Tr[XS P̄ x
S ]Θ

x
S

для всех XS ∈ L(HS). Отсюда следует, что для любого YR = Y †
R из L(HR) выполнено

L(YR) =
∑
x∈X

Tr[L(YR) P̄
x
S ]Θ

x
S =

∑
x∈X

Tr[YR L∗(P̄ x
S )]Θ

x
S =

∑
x∈X

Tr[YR P x
R]Θ

x
S =

=
∑
x∈X

λxΘ
x
S ,

где λx ∈ R, т.е. оператор L(YR) также эрмитов. Следовательно, определенное таким
образом линейное отображение L эрмитово и сохраняет след. Остается только по-
казать, что N ′ = L◦N и что L – корректно определенный статистический морфизм
отображения N .
Чтобы показать, что N ′ = L ◦N , заметим, что условие (2) можно переформули-

ровать следующим образом: для любого ρQ ∈ S(HQ) и любого x ∈ X выполнено

Tr[N ′(ρQ) P̄
x
S ] = Tr[N (ρQ)P

x
R] = Tr[N (ρQ)L∗(P̄ x

S )] = Tr[(L ◦ N )(ρQ) P̄
x
S ].

Так как мера {P̄ x
S : x ∈ X} в этом выражении информационно полная, то N ′(ρQ) =

= (L ◦ N )(ρQ) для всех ρQ, т.е. N ′ = L ◦ N . Таким образом мы также установили,
что из условия (2) автоматически следует, что L – корректно определенный стати-
стический морфизм. �
Другими словами, предложение 1 утверждает, что замены H на Hmin в определе-

нии 4 достаточно для установления деградируемости в слабой форме в том смысле,
что деградирующее отображение – не квантовый канал, а эрмитов сохраняющий
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след статистический морфизм. В дальнейшим мы увидим, в каком случае можно
утверждать, что деградирующее отображение действительно является вполне поло-
жительным и сохраняющим след.
Однако прежде чем приступить к этому, уточним предложение 1 для случая

cq-каналов, которые всегда можно рассматривать как вполне положительные со-
храняющие след отображения на коммутирующих входных подалгебрах. Начнем со
следующего упрощения определения статистического морфизма (это первоначаль-
ное определение, данное в [15]).
О п р е д е л е н и е 6. Для cq-канала E : X → S(HR), где E = {σx

R : x ∈ X}, ста-
тистическим морфизмом E называется линейное отображение L : L(HR) → L(HS),
такое что для любого Y и любой ПОЗМ {P̄ y

S : y ∈ Y} существует соответствующая
ПОЗМ {P y

R : y ∈ Y}, такая что Tr[L(σx
R) P̄

y
S ] = Tr[σx

R P y
R].

Замечание 3. Отметим, что для того чтобы L было корректно определенным ста-
тистическим морфизмом E , недостаточно того, что L(σx

R) ∈ S(HS) для всех x ∈ X .
В частности, такое отображение не является, вообще говоря, положительным на
всем span{σx

R : x ∈ X}. Подробнее см. также в замечании 1.
П р е д л оже н и е 2. Для cq-каналов E : X → S(HR) и E ′ : X → S(HS), где E =

= {σx
R : x ∈ X} и E ′ = {τxS : x ∈ X}, следующие утверждения эквивалентны:

(i) Для любой дискретной случайной величины U , любого распределения вероят-
ностей q(u) и любого классического канала q(x |u) соответствующие cq-со-
стояния входа-выхода

σUR =
∑
x∈X

∑
u∈U

q(u)q(x |u)|u〉〈u|U⊗σx
R и τUS =

∑
x∈X

∑
u∈U

q(u)q(x |u)|u〉〈u|U⊗τxS

удовлетворяют неравенству

Hmin(U |R)σ � Hmin(U |S)τ ,

т.е. Pguess(U |R)σ � Pguess(U |S)τ ;
(ii) Существует эрмитов сохраняющий след статистический морфизм канала E ,

обозначаемый L : L(HR) → L(HS), такой что

τxS = L(σx
R), x ∈ X .

§ 4. Первый результат о продолжении: полуклассический и классический случаи
Одним из достаточных условий того, что статистический морфизм можно про-

должить до вполне положительного сохраняющего след отображения, состоит в том,
что композиция отображений L ◦ N имеет коммутирующий выход.
Л емма 1. Пусть L : L(HR) → L(HS) – статистический морфизм данного ка-

нала N ∈ C(HQ,HR). Если[
(L ◦ N )(ρ) (L ◦ N )(σ)

]
= 0

для всех ρ, σ ∈ S(HQ), то существует вполне положительное сохраняющее след
отображение T : L(HR) → L(HS), такое что

T ◦ N = L ◦ N .

Док а з а т е л ь с т в о. Так как L – статистический морфизм N , то согласно опре-
делению 5 для любой ПОЗМ {P̄ x

S : x ∈ X} на HS существует ПОЗМ {P x
R : x ∈ X}

на HR, такая что

Tr[(L ◦ N )(ρQ) P̄
x
S ] = Tr[N (ρQ)L∗(P̄ x

S )] = Tr[N (ρQ)P
x
R]

9



для всех ρQ ∈ S(HQ). Для X = [1, dS ] обозначим через {|x〉 : x ∈ X} ортонормирован-
ный базис в HS , одновременно диагонализирующий любой выход композиции L◦N .
(Такой базис существует, поскольку [(L◦N )(ρ), (L ◦N )(σ)] = 0.) Выберем в послед-
нем соотношении P̄ x

S = |x〉〈x|S и зададим линейное отображение T : L(HR) → L(HS)
равенством

T (ZR)
def
=

∑
x∈X

|x〉〈x|S Tr[ZR P x
R]

для любого ZR ∈ L(HR). По построению T – вполне положительное сохраняю-
щее след отображение (действительно, это квантовый канал, разрушающий сцеп-
ленность). Более того, для всех ρQ ∈ S(HQ) справедливо

(T ◦ N )(ρQ) =
∑
x∈X

|x〉〈x|S Tr[N (ρQ)P
x
R] =

∑
x∈X

|x〉〈x|S Tr[N (ρQ)L∗(|x〉〈x|S)] =

=
∑
x∈X

|x〉〈x|S Tr[(L ◦ N )(ρQ) |x〉〈x|S ] = (L ◦ N )(ρQ),

где последнее равенство следует из того, что все N ′(ρQ) диагональны в бази-
се {|x〉}. �
Из леммы 1 и предложения 1 немедленно вытекает
Сл е д с т в и е 1. Пусть N ∈ C(HQ,HR) и N ′ ∈ C(HQ,HS) – вполне положи-

тельные сохраняющие след отображения. Пусть, кроме того, N ′ – такое, что
[N ′(ρ),N ′(σ)] = 0 для всех ρ, σ ∈ S(HQ). Тогда следующие утверждения эквива-
лентны:
(i) Для любой дискретной случайной величины U , любого распределения веро-

ятностей q(u) и любого cq-канала E = {ρuQ : u ∈ U} соответствующие
cq-состояния входа-выхода

σUR =
∑
u∈U

q(u)|u〉〈u|U ⊗NQ(ρ
u
Q) и τUS =

∑
u∈U

q(u)|u〉〈u|U ⊗N ′
Q(ρ

u
Q)

удовлетворяют неравенству

Hmin(U |R)σ � Hmin(U |S)τ ,

т.е. Pguess(U |R)σ � Pguess(U |S)τ ;
(ii) N деградируемо в N ′, т.е. существует вполне положительное сохраняющее

след отображение T : L(HR) → L(HS), такое что

N ′ = T ◦ N .

Вариант этого следствия для cq-каналов выглядит следующим образом.
С л е д с т в и е 2. Рассмотрим cq-каналы E : X → S(HR) и E ′ : X → S(HS), где

E = {σx
R : x ∈ X} и E ′ = {τxS : x ∈ X}. Пусть при этом [τxS , τ

x′

S ] = 0 для всех
x, x′ ∈ X . Тогда следующие утверждения эквивалентны:
(i) Для любой дискретной случайной величины U , любого распределения вероят-

ностей q(u) и любого классического канала q(x |u) соответствующие cq-со-
стояния входа-выхода

σUR =
∑
x∈X

∑
u∈U

q(u)q(x |u)|u〉〈u|U⊗σx
R и τUS =

∑
x∈X

∑
u∈U

q(u)q(x |u)|u〉〈u|U⊗τxS

удовлетворяют неравенству

Hmin(U |R)σ � Hmin(U |S)τ ,
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т.е. Pguess(U |R)σ � Pguess(U |S)τ ;
(ii) Канал E деградируем в E ′, т.е. существует вполне положительное сохраня-

ющее след отображение T : L(HR) → L(HS), такое что

τxS = T (σx
R), x ∈ X .

4.1. Классический случай. Если оба cq-канала имеют коммутирующий выход,
результат можно сформулировать в чисто классических терминах следующим об-
разом.
С л е д с т в и е 3. Для классических каналов с шумом p(y |x) и p′(z |x) следующие

утверждения эквивалентны:
(i) Канал p деградируем в p′;
(ii) Для любой дискретной случайной величины U , любого распределения вероят-

ностей q(u) и любого канала q(x |u) совместные распределения вероятностей
q(u)q(x |u)p(y |x) и q(u)q(x |u)p′(z |x) удовлетворяют неравенству

Hmin(U |Y ) � Hmin(U |Z).

Иными словами, заменяя H на Hmin в определении 2, получаем, что соответству-
ющее понятие “с меньшим шумом, чем” эквивалентно понятию “деградируемый в”.
С другой стороны, напомним, что существуют каналы с меньшим шумом, не являю-
щиеся деградируемыми [5]. Для удобства читателя дадим независимое доказатель-
ство следствия 3, не опирающиеся на вышеприведенный результат о статистических
морфизмах квантовых каналов.
Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 3. Очевидно, что из утверждения (i) следу-

ет (ii). Пуст, наоборот, выполнено (ii). Это означает, что для любого совместного
распределения вероятностей q(x, u) верно

max
d

∑
x,y,u

q(x, u)p(y |x)d(u |y) � max
d′

∑
x,z,u

q(x, u)p′(z |x)d′(u | z),

где d(u |y) и d′(u | z) – стратегии угадывания, т.е. дискретные каналы с шумом
d : Y → Û и d′ : Z → Û , которые приемник может оптимизировать для максими-
зации вероятности правильного угадывания Pr{U = Û}.
Теперь выберем случайную величину U с U = Z, будем обозначать ее состояния

через z′. Также зафиксируем стратегию d′(z′ | z) = δz′,z. Тогда для любого q(x, z′)
существует канал d(z′ |y), такой что∑

x,z′

q(x, z′)

(∑
z

p′(z |x)d′(z | z′)−
∑
y

p(y |x)d(z′ |y)
)

=

=
∑
x,z′

q(x, z′)

(
p′(z′ |x)−

∑
y

p(y |x)d(z′ |y)
)

� 0,

что равносильно

max
q

min
d

{∑
x,z′

q(x, z′)

(
p′(z′ |x)−

∑
y

p(y |x)d(z′ |y)
)}

� 0.

По теореме о минимаксе (в нашем случае см. [11, лемма 4.13]) можно изменить
порядок оптимизации:

min
d

max
q

{∑
x,z′

q(x, z′)

(
p′(z′ |x)−

∑
y

p(y |x)d(z′ |y)
)}

� 0.
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Обозначим через Δ(x, z′) разность p′(z′ |x) −
∑
y
p(y |x)d(z′ |y) и заметим, что по-

скольку
∑
x,z′

Δ(x, z′) = 0, с необходимостью имеем max
x,z′

Δ(x, z′) � 0, ибо в противном

случае
∑
x,z′

Δ(x, z′) < 0. Следовательно,

min
d

max
q

{∑
x,z′

q(x, z′)

(
p′(z′ |x)−

∑
y

p(y |x)d(z′ |y)
)}

= min
d

max
x,z′

Δ(x, z′),

т.е. максимум достигается, когда распределение вероятностей q(x, z′) сконцентриро-
вано в одном наибольшем значении. Тогда получаем

min
d

max
x,z′

Δ(x, z′) = 0,

откуда вытекает существование канала d(z′ |y), такого что∑
y

p(y |x)d(z′ |y) = p′(z′ |x), ∀x, z′,

т.е. канал p деградируем в p′, что и требовалось. �
Главным достоинством этого доказательства по сравнению с доказательством в

общем случае является то, что его легко обобщить на аппроксимативный случай –
когда существует ε � 0, такое что для любой случайной величины U и любого
совместного распределения вероятностей q(x, u) справедливо

Pguess(U |Y ) � Pguess(U |Z)− ε.

Этот случай рассмотрен в Приложении.

§ 5. Второй результат о продолжении: полностью квантовый случай

Лемма 2. Пусть заданы вполне положительное сохраняющее след отображе-
ния N : L(HQ) → L(HR) и линейное отображение L : L(HR) → L(HS). Пусть
HS′ ∼= HS , и предположим, что (idS′ ⊗L) – статистический морфизм отображе-
ния (idS′ ⊗N ). Тогда существует вполне положительное сохраняющее след отоб-
ражение T : L(HR) → L(HS), такое что

T ◦ N = L ◦ N .

Док а з а т е л ь с т в о. Так как (idS′ ⊗L) – статистический морфизм (idS′ ⊗N ), то
согласно определению 5 для любой ПОЗМ {P̄ x

S′S : x ∈ X} на HS′ ⊗ HS
∼= H⊗2

S
существует ПОЗМ {P x

S′R : x ∈ X} на HS′ ⊗HR, такая что

Tr
[
{ωS′ ⊗ (L ◦ N )(ρQ)} P̄ x

S′S

]
= Tr

[
{ωS′ ⊗ (N )(ρQ)}P x

S′R

]
для всех x ∈ X , всех ωS′ ∈ S(HS′) и всех ρQ ∈ S(HQ). По линейности это означает,
что

TrS′S

[
{Φ+

S′′S′ ⊗ (L ◦ N )(ρQ)} {�S′′ ⊗ P̄ x
S′S}

]
=

= TrS′R

[
{Φ+

S′′S′ ⊗ (N )(ρQ)} {�S′′ ⊗ P x
S′R}

]
(3)

для всех x ∈ X и всех ρQ ∈ S(HQ), где Φ+
S′′S′ = dS

dS∑
i,j=1

|iS′′〉|iS′〉〈jS′′ |〈jS′ | – макси-

мально сцепленное состояние из S(HS′′ ⊗HS′) ∼= S(H⊗2
S ).
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Из протокола обобщенной телепортации [21] вытекает единственность ПОЗМ
{Bx

S′′S′ : x ∈ X} и унитарных операторов {Ux
S′′→S : x ∈ X}, таких что

(L ◦ N )(ρQ) =
∑
x∈X

Ux
S′′→S TrS′S

[
{Φ+

S′′S′ ⊗ (L ◦ N )(ρQ)} {�S′′ ⊗Bx
S′S}

]
(Ux

S′′→S)
†

для всех ρQ ∈ S(HQ). Тогда из (3) следует единственность ПОЗМ {P x
S′R : x ∈ X} на

HS′ ⊗HR, такой что

(L ◦ N )(ρQ) =
∑
x∈X

Ux
S′′→S TrS′R

[
{Φ+

S′′S′ ⊗ (N )(ρQ)} {�S′′ ⊗ P x
S′R}

]
(Ux

S′′→S)
†

для всех ρQ ∈ S(HQ). Чтобы доказать это утверждение, определим отображение
T : L(HR) → L(HS) как

T (ZR)
def
=

∑
x∈X

Ux
S′′→S TrS′R

[
{Φ+

S′′S′ ⊗ ZR} {�S′′ ⊗ P x
S′R}

]
(Ux

S′′→S)
†

и заметим, что T , будучи в некотором роде “телепортацией с шумом”, действительно
является вполне положительным сохраняющим след отображением, что и требова-
лось. �
На самом деле, повторяя рассуждения из [15], нетрудно показать, что условие

леммы 2 можно несколько ослабить следующим образом: вместо предположения,
что (idS′ ⊗L) – статистический морфизм отображения (idS′ ⊗N ), можно предпола-
гать, что (idS′ ⊗L) – статистический морфизм (DS′ ⊗N ), где D : L(HS′) → L(HS′) –
некоторое обратимое вполне положительное сохраняющее след отображение в том
смысле, что D(L(HS′)) = L(HS′). (Например, канал D(ρ) = pρ+(1− p)�/d обратим,
когда p > 0.)
Из леммы 2 и предложения 1 немедленно вытекает
Сл е д с т в и е 4. Пусть N : L(HQ) → L(HR) и N ′ : L(HQ) → L(HS) – вполне

положительные сохраняющие след отображения. Пусть HS′ – вспомогательное
гильбертово пространство, такое что HS′ ∼= HS. Следующие утверждения экви-
валентны:
(i) Для любой дискретной случайной величины U , любого распределения веро-

ятностей q(u) и любого cq-канала E = {ρuS′Q : u ∈ U} соответствующие
cq-состояния входа-выхода

σUS′R =
∑
u∈U

q(u)|u〉〈u|U ⊗ (idS′ ⊗NQ)(ρ
u
S′Q)

и

τUS′S =
∑
u∈U

q(u)|u〉〈u|U ⊗ (idS′ ⊗N ′
Q)(ρ

u
S′Q)

удовлетворяют неравенству

Hmin(U |S′R)σ � Hmin(U |S′S)τ ,

т.е. Pguess(U |S′R)σ � Pguess(U |S′S)τ ;
(ii) Отображение N деградируемо в N ′, т.е. существует вполне положительное

сохраняющее след отображение T : L(HR) → L(HS), такое что

N ′ = T ◦ N .

Для случая cq-каналов получаем
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Сл е д с т в и е 5. Рассмотрим cq-каналы E : X → S(HR) и E ′ : X → S(HS), где
E = {σx

R : x ∈ X} и E ′ = {τxS : x ∈ X}. Введем вспомогательное гильбертово
пространство HS′ ∼= HS , и пусть E ′′ : Y → S(HS′) – cq-канал с E ′′ = {ωy

S′ : y ∈ Y},
такой что span{ωy

S′ : y ∈ Y} = L(HS′). Тогда следующие утверждения эквива-
лентны:
(i) Для любой дискретной случайной величины U , любого распределения вероят-

ностей q(u) и любого классического канала q(y, x |u) соответствующие cq-со-
стояния входа-выхода

σUS′R =
∑
y∈Y

∑
x∈X

∑
u∈U

q(u)q(y, x |u)|u〉〈u|U ⊗ ωy
S′ ⊗ σx

R

и

τUS′S =
∑
y∈Y

∑
x∈X

∑
u∈U

q(u)q(x |u)|u〉〈u|U ⊗ ωy
S′ ⊗ τxS

удовлетворяют неравенству

Hmin(U |S′R)σ � Hmin(U |S′S)τ ,

т.е. Pguess(U |S′R)σ � Pguess(U |S′S)τ ;
(ii) Канал E деградируем в E ′, т.е. существует вполне положительное сохраня-

ющее след отображение T : L(HR) → L(HS), такое что

τxS = T (σx
R), x ∈ X .

§ 6. Заключение
В статье описана взаимосвязь между теорией статистического сравнения и срав-

нения каналов с шумом, отличная от рассмотренной в [22]. В частности, показано,
как определения 1 и 2 становятся полностью эквивалентными при замене H на Hmin

в определении 2.
Доказанный результат можно рассматривать как обращение леммы об обработ-

ке данных: монотонное возрастание информации (измеряемой здесь величиной Hmin

или, что эквивалентно, величиной Pguess) не только необходимо, но и достаточно
для существования отображения постобработки (сохраняющего след статистическо-
го морфизма в общем случае, но мы видели, как дополнительные предположения
могут привести к существованию вполне положительного сохраняющего след отоб-
ражения постобработки).
Как уже отмечалось автором в других работах [17, 23–25], это подход, основан-

ный на теории статистического сравнения, предположительно может играть важную
роль в понимании особенности процессов без памяти как теоретико-информацион-
ного аналога адиабатических процессов в термодинамике.

ПРИЛОЖЕНИЕ
КЛАССИЧЕСКИЙ СЛУЧАЙ: АППРОКСИМАТИВНАЯ ВЕРСИЯ

В предположении, что

Pguess(U |Y ) � Pguess(U |Z)− ε, ε � 0,

доказательство следствия 3 остается неизменным до того момента, пока не будет
доказано неравенство

min
d

max
x,z′

Δ(x, z′) � ε. (4)
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После этого теперь рассмотрим следующую величину:

max
x

∑
z′

|Δ(x, z′)|. (5)

Эта величина – расстояние, заданное индуцированной 	1-нормой3, между каналом
p′(z′ |x) и деградированным каналом

∑
y
p(y |x)d(z′ |y). Поскольку для всех x выпол-

няется
∑
z′

Δ(x, z′) = 0, имеем

∑
z′

|Δ(x, z′)| = 2
∑

z′: Δ(x,z′)�0

Δ(x, z′), ∀x ∈ X ,

откуда следует, что для стратегии d, на которой достигается левая часть в (4), спра-
ведливо∑

z′

|Δ(x, z′)| � 2|X |max
x,z′

Δ(x, z′) � 2|X |ε, ∀x ∈ X .

В частности,

max
x

∑
z′

∣∣∣∣p′(z′ |x) − ∑
y

p(y |x)d(z′ |y)
∣∣∣∣ � 2|X |ε.

Обобщим вышесказанное в следующем утверждении.
С л е д с т в и е 6. Для классических каналов с шумом p(y |x) и p′(z |x) и для ε � 0

предположим, что для любой дискретной случайной величины U , любого распреде-
ления вероятностей q(u) и любого канала q(x |u) совместные распределения веро-
ятностей q(u)q(x |u)p(y |x) и q(u)q(x |u)p′(z |x) удовлетворяют неравенству

2−Hmin(U |Y ) � 2−Hmin(U |Z) − ε.

Тогда существует деградируемый канал d(z |y), такой что

max
x

∑
z

∣∣∣∣p′(z |x) − ∑
y

p(y |x)d(z |y)
∣∣∣∣ � 2|X |ε.
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