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第 1章

部分結合子代数

§ 1. チャーチ・チューリングの提唱
計算という概念自体は，はるか昔の時代から人びとの頭の中にあった．アルゴリズムという言

葉の由来は 9 世紀の数学者アル＝フワーリズミーに遡る．実際に計算を実行する機械の起源と

しては，1642年にパスカルは足し算を実行する機械を発明したらしい．より高度な計算として，

1671年にライプニッツの発明した機械は，乗算，除算や平方根の計算などもできたという．ライ

プニッツが，記号計算の研究にかなり尽力していたことは有名である．その後も，様々な計算を

行う機械が考案されていった．たとえば，1822年にバベッジは多項式の値を計算する能力をもつ

機械である階差機関 (difference engine)を設計したが，実際に完成させることはなかった．とに

かく，このように 19世紀以前においても，様々な計算機械が考案されてきたのである．しかし，

これらのような，計算論前史における機械の多くは，特定の関数だけを計算することに特化して

いる．

その例外となるものとして，1830年代からはバベッジは解析機関 (analytic engine)と呼ばれる

機械の設計に没頭する．彼が亡くなる 1870年代まで設計の改良が続けられたが，これもまた現実

に完成することはなかった．解析機関は，計算論前史における典型的な機械と違い，パンチカー

ドを用いて様々な計算を実現可能な，いわゆる汎用コンピュータの一種であった．ただし，解析

機関でそれなりの種類の計算が実行できるからといって，ありとあらゆる種類の計算が実行でき

るかどうかは，少なくとも当時の感覚では，まったく分かったものではない．そもそも「ありと

あらゆる計算」とは何であるか，バベッジの時代には，まったく想像の付くものではなかったと

思われる．

もちろん，現代の計算論的知識を用いることによって，解析機関で実行できるいくつかの種類

の計算をとても非自明な方法で複雑に組み合わせると，（計算時間を気にしなければ）理論上は現

代のコンピュータと同じ計算ができると示せる，と言われている．実際，これから本稿で見るよ

うに，ほんのわずかな種類の基本的な計算さえ実行できれば，それが汎用計算モデルとなること

が示せるため，そうであってもまったく不思議なことではない．

しかし，計算理論の誕生において最も重要であったブレイクスルーは，「計算とは何か」が定式

化されたこと，そして，「わずかな種類の計算から膨大な種類の計算を実行可能である」と証明さ
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れたことである．これらの偉大な発見は，バベッジよりもかなり後の時代のこととなる．「計算

とは何か」に至る研究は，20世紀の数学基礎論の発展以降に活発となる．その大きなイベントは

1936年に起きた．1936年に，チャーチはラムダ計算を導入し，チューリングはチューリングマシ

ンを導入し，彼らは独立にヒルベルトの決定問題の否定的解決を宣言した．同年に，クリーネは，

エルブランとゲーデルのアイデアに基づき µ-再帰関数を導入し，またポストは彼が Formulation

Iと呼ぶ計算モデルを導入した．クリーネは µ-再帰関数と λ-計算が，計算モデルとして等価であ

ることを示し，翌 1937年に，チューリングは，チューリングマシンとそれらの計算モデルとの等

価性を示した．その後，現代に至るまで，幾百もの計算モデルと幾千ものプログラミング言語が

世に溢れることとなる．そして，「これらの計算モデルによって計算可能なものは（計算速度など

を気にしなければ）チューリングマシンによって計算可能なものと正確に一致する」ということ

が数学的に証明され，ならばこれが計算可能性の妥当な定義であろう，ということで決着が付い

た．これがチャーチ・チューリングの提唱 (Church-Turing thesis)である．

念のため，この計算史の中で，どこまでが《数学》でどこからが《提唱》なのかを明示しておこ

う．まず，

「1930 年代以降に人類が考案した幾千幾万の計算モデルの計算能力が（計算速度などを気

にしなければ）等価である」

という点については，数学的な証明が与えられている部分であるから，ここは《数学》である．ち

なみに 1930年代以降と注記したのは，現代的な計算モデルの計算能力よりも真に弱い計算モデル

も，過去には考案されてきたためである．1930年代以降でも，弱い計算モデルが意図的に扱われ

ることがあるが，とにかく，弱い計算モデルは無視することにする．さておき，その一方で，

「これまでに人類が考えついた計算モデルの計算能力はすべて等価なのだから，これが計算

可能性の定義なのだろう」

という点については，《提唱》である．なぜなら，現時点までに人類が考えついた幾千幾万の計算

モデルの計算能力がたまたま等価だった，というだけのことに過ぎないかもしれず，実は，人類

はまだ完璧な計算モデルを考案できていないのかもしれない．そして，千年後あるいは十億年後

の未来に，何らかの生命体が，既知の計算モデルを超越する計算能力を持つ機械を発明するかも

しれない．まず有り得ないだろうが，全く有り得ないと断言できるわけではない，かもしれない．

とにかく，このように，世には幾千幾万の等価な計算モデルが存在している．すると，これらの

等価な計算モデルに共通する何か，計算可能性の本質のようなものがあってよいはずである．そ

のような本質は，人類史において既に現れた計算モデルだけでなく，未だ見ぬ遠い未来の超越的

な計算モデルにも（そのようなものが存在するかどうかはさておいて）共有されているものであ

ろう．つまるところ，われわれは，ありとあらゆる計算モデルの共有する，計算可能性の根源と

なる普遍的原理を，何らかの単純な数学的構造として抽出したい．未来の超越的な計算モデルと

いう夢想はさておくにせよ，現存する計算モデルの数学的本質を追求することに価値があるとい

う点については疑いの余地はないであろう．

本稿では，このために，まず，計算という概念の代数構造としての側面を分析することから始
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めよう．

§ 2. 代数構造としての計算

2.1. 計算の部分モノイド作用

まず，コンピュータ・プログラム全体のなす集合がどのような代数的性質を持つかについて考

察したい．本稿ではプログラミング言語あるいは計算モデルに依存しない普遍的な性質のみを扱

うので，好きなプログラミング言語あるいは計算モデル（ただしチューリング完全なものに限る）

を思い浮かべて欲しい．さて，入出力を持つプログラムは関数と考えることができそうだから，少

なくとも関数の集合と同等以上には豊富な代数的構造を持つはずである．

ただし，コンピュータの動作には，「計算が停止しない（計算が無限ループに陥って出力を返さ

ない）」という状態が発生し得る．このため，プログラムによって表されるものは，厳密に言えば，

関数ではなく，部分関数や部分演算と呼ばれるものである．

定義 2.1. 部分関数 (partial function)とは，与えられた入力に対して出力を返すとは限らない

関数である．可能な入力の集合が X であり，出力がすべて Y に属すならば，X から Y への部

分関数といい，f :Ď X Ñ Y と書く．入力 x P X に対して，fpxq が定義されるとき，fpxq Ó

と書き，さもなくば fpxq Ò と書く．このとき，dompfq :“ X を f の始域 (domain) と呼び，

defpfq :“ tx P X : fpxq Óuを定義域 (domain of definition)と呼ぶことがある．始域と定義域

が等しい関数は全域関数 (total function)と呼ばれる．

ところで，defpfq を始域とする関数として見れば f はふつうの関数なのに，なぜわざわざ

dompfq上の部分関数と考えるのか，と思う人もいるかもしれない．しかし，計算理論においては，

始域 dompfqが何であるかは分かるが，定義域 defpfqが何であるかは絶対に分からない

という状況が起こり得る．つまり，コンピュータ・プログラムが与えられたとき，どの入力に対

して出力を返すかを一般的に判定するような計算可能な方法は存在しない．それが，計算可能性

理論の「はじまりの定理」である 1936年のチューリングの定理であった．

そういうわけで，部分関数や部分演算を考えることは計算理論においては本質である．集合 X

上の関数全体の集合XX には，関数合成 g ˝ f を 2項演算と考えることによって，（非可換）モノ

イドの構造が入る．部分関数に対する関数合成は，以下によって定義され，これもモノイド演算

をなす．
g ˝ fpxq Ó“ y ðñ fpxq Ó かつ gpfpxqq Ó“ y.

ここで，群とは，結合律を満たし，単位元と逆元が存在する 2項演算をもつ集合であったが，そ

のうち結合律のみを満たすものを半群，それに加えて単位元が存在するものをモノイドと呼ぶ．



6 第 1章 部分結合子代数

定義 2.2. 集合 S 上の 2項演算 ˚ : S2 Ñ S に関する以下の性質を考える．

結合律: @a, b, c P S ppa ˚ bq ˚ c “ a ˚ pb ˚ cqq.

単位元の存在: Dε P S@a P S pa ˚ ε “ ε ˚ a “ aq.

集合 S とその上の 2項演算 ˚の組で，結合律を満たすものを半群 (semigroup)と呼び，結合律

と単位元の存在を満たすものをモノイド (monoid)と呼ぶ．

例 2.3. 自然数上の加法 `と零 0を考えると，pN;`, 0qはモノイドをなす．nˆ n整数行列全体
の集合をMnpZqと書き，MnpZq上の積 ¨と単位行列 E を考えると，pMnpZq; ¨, Eqはモノイドを
なす．集合 X 上の関数 f : X Ñ X の合成 ˝と恒等写像 idを考えると，pXX ; ˝, idqはモノイド

をなす．

例 2.4. 集合 A上の語全体 A˚ について，積 ˚を語の結合，つまり u ˚ v “ uvによって定義し，ε

を空語とすると，pA; ˚, εqはモノイドをなす．これを A上の自由モノイド (free monoid)と呼ぶ．

例 2.5. プログラム p, q を 2つ繋ぎ合わせることによって，新たなプログラム p ˚ q を得ることが

できる．また，「受け取った入力をそのまま出力するプログラム」という単位元があるが，一般に

は計算は「不可逆」であるから，逆元が存在するとは限らない．このようにして，コンピュータ・

プログラム全体の集合はモノイドと考えることができる．以後，このモノイドを計算モノイドと

呼び，Pと書くことにする．

さて，計算概念を数学的に扱うひとつの方法としては，計算を「作用」として理解することであ

る．つまり，計算 pが作用することによって，ある対象 xが別の対象 y に変化する，という仕組

み p ¨ x “ y であると考える．数学において最もよく扱われる作用概念は以下である．

定義 2.6. 群 pG; ˚qの集合 X への左群作用 (left group action)とは，次の性質を満たす二項演

算 α : GˆX Ñ X である．ただし，以下 αpg, xqを g ¨ xと略記する．

1. Gの単位元 eと任意の x P X について，e ¨ x “ xが成り立つ．

2. 任意の g, h P Gと x P X について，g ¨ ph ¨ xq “ pg ˚ hq ¨ xが成り立つ．

例 2.7. 群 pG, ˚qはG自身に次のように自明に作用する：任意の g, x P Gについて，g ¨x “ g ˚x

とすればよい．

例 2.8. 集合 X 上の対称群 SympXqとは，X 上の全単射全体のなす群であった．ここで，少し

特殊であるが g ˚ h “ h ˝ g と定義する．対称群 SympXqは，冪集合 PpXqに次のように作用す
る．任意の g P SympXqと A Ď X に対して，g ¨A “ g´1rAsとする．

例 2.9. N上の計算可能全単射全体のなす群を SymPpNq書く．ここで群演算は g ˚ h “ h ˝ g で

定義されているとする．このとき，群 SymPpNq は冪集合 PpNq に次のように作用する．任意の
g P SymPpNqと A Ď X に対して，g ¨ A “ g´1rAsとする．このとき，以下のようにして PpNq
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上の同値関係 »P が定義される：

A »P B ðñ pDg P SymPpNqq g ¨B “ A.

このとき，集合 Aと B は計算可能同型 (computably isomorphic)であるという．

以後，左群作用のことを単に群作用と呼ぶことにする．群作用の類似物として，半群作用やモ

ノイド作用などがある．定義 2.6における Gをモノイドに置き換えたものが，モノイド作用の定

義である．例 2.8の対称群の代わりに，X 上の単射のなすモノイドや関数のなすモノイドを考え

ても，モノイド作用を得ることができる．

例 2.10. N上の計算可能単射全体のなすモノイドを FP
1 pNqと書き，N上の計算可能関数全体の

なすモノイドを FP
mpNqと書くとする．ここでモノイド演算は g ˚ h “ h ˝ g で定義されていると

する．このとき，モノイド FP
1 pNqと FP

mpNqは冪集合 PpNqに例 2.8および例 2.9と同様の作用

をする．このとき，以下のようにして PpNq上の擬順序関係 ď1 と ďm が定義される：

A ď1 B ðñ pDg P FP
1 pNqq g ¨B “ A.

A ďm B ðñ pDg P FP
mpNqq g ¨B “ A.

集合 A,B Ď N について，A ď1 B であるとき Aは B へ一対一還元可能 (one-one reducible)

であるといい，A ďm B であるとき Aは B へ多対一還元可能 (many-one reducible)であるとい

う．この概念はエミール・ポスト (Emil Post; 1897–1954)によって 1944年に導入された．

上で述べたように，計算の基礎は部分関数と部分演算であったから，作用についても同様に，部

分モノイド作用と呼ばれるものを考えた方が都合が良い．

定義 2.11. モノイド pM ; ˚qの集合X への部分モノイド作用 (partial monoid action)とは，次

の性質を満たす二項演算 α :ĎM ˆX Ñ X である．ただし，以下 αpg, xqを g ¨ xと略記し，こ

れが定義されるとき g ¨ x Óと書く．

1. M の単位元 eと任意の x P X について，e ¨ x “ xが成り立つ．

2. 任意の g, h PM と x P X について，g ¨ ph ¨ xq » pg ˚ hq ¨ xが成り立つ．

次が計算理論における部分モノイド作用の最も基本的な例のひとつである．

例 2.12. プログラム p P Pに自然数 n P Nを入力した結果を p ¨ nと書けば，これは Pの Nへ
の部分モノイド作用を与える．

ところで，コンピュータにおける計算において，プログラム pもその入出力も有限バイナリ列

によってコードされている．つまり，コンピュータの世界においては，プログラムの集合と入出

力の集合は本質的には同じものと考えられる．もう少し数学的に述べれば，モノイドM “ Pの

台集合とM が作用する集合 X が等しい，という特徴を持つ．つまるところ，モノイドが台集合
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自身に「自己作用」するのだが，一応，注意しておくと，作用 ˚とモノイド演算 ¨が異なるので，

これは例 2.7のような自明な作用とは異なる．このように「pX, ˚qがX に（非自明に）作用する」

という状況は計算理論においてはしばしば現れる．この状況が，次の節において導入する部分結

合子代数のアイデアに繋がっていく．

例 2.13. もうひとつの重要な部分モノイド作用としては，計算モノイド Pの自然数上の関数全体

の集合 NN への作用がある．コンピュータ・プログラム pが作用することによって，自然数上の

関数 f が別の関数 g に変化するという状況を考える．自然数上の関数は完結した有限的情報とし

て表されるとは限らないが，コンピュータとその利用者のやり取りが延々続く，あるいはネット

ワークなどを介したコンピュータ間のやり取りが延々続く計算としてモデル化できる．これはオ

ンライン計算 (on-line computation)と呼ばれることもある．このようにして，Pの NN への部分

モノイド作用を得られる．

次によって定義される NN 上の擬順序構造は，計算可能性理論において深く研究されている．

f ďT g ðñ pDp P Pq p ¨ g “ f.

関係 f ďT gが成立するとき，f は gにチューリング還元可能 (Turing reducible)であると言わ

れる．この概念は，アラン・チューリング (Alan Turing; 1912–1954)によって 1939年に導入さ

れた．

2.2. 部分結合子代数

我々の目的は，計算のために本質的な代数的構造を抽出することである．代数構造といえば，

群，環，体などがよく知られるが，我々の扱う代数構造は，それらとは方向性が異なる．群より弱

い代数構造としては，モノイド，半群などがあり，マグマが最弱の代数構造として扱われること

が多い．
(強) 群 ùñ モノイド ùñ 半群 ùñ マグマ (弱)

しかし，本稿では，マグマより弱い，以下のような最もプレーンな代数構造を導入する．

定義 2.14. 集合 Aと部分 2項演算 ¨ :Ď A ˆ A Ñ Aの対は，部分マグマ (partial magma)と

呼ばれる．部分マグマ Aの元 x, y P Aについて，x ¨ y の値が定義されているとき，x ¨ y Óと書

く．そうでないときは，x ¨ y Òと書く．

注意. マグマは古くは亜群 (groupoid)と呼ばれることもあったらしいが，亜群 (groupoid)の名はより重要

な別概念（全ての射が可逆である圏，つまり “partial group”とも呼べる代数構造）に用いられて紛らわしい

ので，ここでは用いない．ちなみに partialを「部分」と訳すと，sub- と紛らわしいので，この種の partial

のことも「偏」と訳す流儀があるようである．たとえば，部分マグマでなく偏マグマと訳すような感じで

ある．

例 2.15. 任意の半群は部分マグマである．実際，半群とは，結合律 pa ¨ bq ¨ c “ a ¨ pb ¨ cqを満た

す（全域）マグマのことである．
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しかし，これから取り扱う具体的な構造は，いずれも結合律を満たさない．実際，計算論的に

ある種の良い性質を持つ部分マグマは，決して結合律を満たし得ない，ということが後に分かる．

それでは，結合律を満たさない部分マグマには，たとえばどのようなものがあるだろうか．

例 2.16. pZ,´qや pR,˜qは非結合的な部分マグマである．たとえば，p4 ˜ 2q ˜ 2 “ 2 ˜ 2 “ 1

であるが，4˜ p2˜ 2q “ 4˜ 1 “ 4である．

とはいえ，今後扱う部分マグマは，例 2.16のような非結合的マグマとは大きく異なる．今後の

話で念頭に置いておくとよい部分マグマは，関数適用のなす部分マグマである．

例 2.17. Setsを集合全体のクラスとする．集合 f P Setsの定義域 dompfqとは，px, yq P f とな

る y P Setsが存在するような x P Sets全体のことである．集合 f P Setsが関数であるとは，任意

の x P dompfqについて px, yq P f となる y P Setsが唯一であることであり，このとき fpxq “ y

と書く．このとき，f, x P Setsについて，

f ¨ x Ó ðñ f は関数である & x P dompfq

とし，また，このときの値は f ¨ x “ fpxqにより定義する．

部分マグマは，このような関数適用のなす代数系 pSets, ¨qを念頭に置いておくとイメージしや

すい．ただし，厳密には Sets自体は集合ではないので，気になる人は，Sets “ V の代わりに，適

当な基数 κについて Vκ を考えるとよい．

もう一つ，今後の部分マグマの利用のアイデアを思い浮かべやすいものは，群作用あるいは部

分モノイド作用のなす部分マグマである．

例 2.18. 群 Gの集合 X への群作用は，G YX 上の部分 2項演算とみなすこともできる．つま

り，g, x P GYX について，
g ¨ x Ó ðñ g P G & x P X

かつ，g ¨xは群作用によって定義される．よって，群Gが集合X に作用しているとき，pGYX, ¨q

は部分マグマをなす．同様に，モノイドM の集合 X への部分モノイド作用が与えられていると

き，pM YX, ¨qは部分マグマをなす．

さて，計算概念の代数的抽象化の議論に戻ろう．まず，「計算モデル」というからには，基本的

な関数は実装できてほしい．たとえば，各 a P Aに対して，定数関数 consta : B Ñ Aを実装で

きるべきである．さらに言えば，a ÞÑ consta を実装できてほしい．つまり，kpaq “ consta と

なる関数 k : AÑ AB を実装できる．これは以下のように表される．

kpaqpbq “ a.

続いて，関数適用も実装できるのがよいだろう．関数のリスト f “ pfa : B Ñ CqaPA が与えら

れたとき，入力リスト x “ pxaqaPA, xa P B, に出力リスト pfapxaqqaPA を対応させる関数を実装

したい．これは，次の関数 s : rB Ñ CsA Ñ rBA Ñ CAsが実装できるということである．

spfqpxqpaq “ pfpaqqpxpaqq.
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とりあえず，我々の「計算モデル」に求めるものは以上であるとする．例 2.17のように関数適

用を二項演算として表せば，これは以下の要件として書き直せる．

定義 2.19. 部分結合子代数 (partial combinatory algebra) とは，部分マグマ pM, ¨q に結合子

(combinator)と呼ばれる以下の特殊な元 k, s PM が備わったものである．

p@a, b PMq k ¨ a Ó and pk ¨ aq ¨ b “ a

p@f, x, a PMq ps ¨ fq ¨ x Ó and pps ¨ fq ¨ xq ¨ a ” pf ¨ aq ¨ px ¨ aq.

ここで，”は強い意味での同値性，すなわちM Y tÒu-値として一致するということである．こ

れは，上の説明で言うところの fa が部分関数であり，fapxaq が定義されない場合を想定してい

る．さらに言えば，そもそも a ÞÑ fa や a ÞÑ xa が部分関数である状況も考慮に入れている．

豆知識. 部分結合子代数はシェーンフィンケリ代数 (Shönfinkel algebra)とも呼ばれる．これは，

ロシアの数学者モイセイ・シェーンフィンケリ (Moses Shönfinkel; 1889–1942) によって導入さ

れた結合子論理 (combinatory logic)を代数的に表現したものであるためである．シェーンフィン

ケリは 1914年から 1924年までゲッティンゲンのダフィット・ヒルベルトの研究グループに属し

ており，結合子論理のアイデアはそこで 1920年 12月に発表されたものであるようだ．結合子論

理に関するシェーンフィンケリの研究は，「数理論理学の構成単位について」という題で 1924年

に出版された．

部分結合子代数の定義 2.19を人為的だと感じる人もいるかもしれないので，あらかじめ述べて

おくと，部分結合子代数を「結合子完全な部分マグマ」として抽象的に定義することもできる (定

理 3.3)．さて，部分結合子代数の代数的性質を見ると，単なる部分マグマよりは幾分か秩序を持

つ．たとえば，部分結合子代数は，左単位的部分マグマである．

命題 2.20. 部分結合子代数M は必ず左単位元 i P M を持つ．つまり，ある i P M が存在し

て，任意の a PM に対して，i ¨ a Ó“ aとなる．

Proof. i “ ps ¨ kq ¨ kと定義する．このとき，

i ¨ a “ pps ¨ kq ¨ kq ¨ a ” pk ¨ aq ¨ pk ¨ aq “ a

となるから，iは左単位元である．

以後，部分組合せ代数が与えられたときに，積 ¨の記号は省略し，また積は左結合的であると仮

定する．つまり，pa ¨ bq ¨ cは abcのように積と括弧は省略する．たとえば，

kab “ a, sabc ” acpbcq, i “ skk

のように書かれる．記法の慣れのために，簡単な命題をいくつか証明してみることにしよう．そ
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の前に，1つの元からなる単位的部分マグマ tiuを自明な部分結合子代数と呼ぶことにする．次の

主張は重要ではないが，非自明な部分結合子代数のもつ代数的性質に関する少しの情報を与える．

命題 2.21. 非自明な部分結合子代数は非結合的かつ非可換である．

Proof. 部分結合子代数M が与えられているとする．一方，kの定義より kkk “ kであり，また，

任意の a PM について kak “ aかつ kpkkqa “ kkである．よって，kpkkqak “ kkk “ kである．

もしM が結合的ならば，特に kkk “ kpkkqなので，kpkkqak “ kkkak “ kak “ aを得る．よっ

て，M “ tkuを得るからM は自明である．

つづいて，M が可換であったとする．特に，命題 2.20の左単位元 i PM について，kipkiiq “

kiipkiq を得る．いま，k の定義より kipkiiq “ kii “ i である．また，k と i の定義より

kiipkiq “ ipkiq “ kiとなる．よって，可換性より i “ kiを得る．このとき，任意の a PM に

ついて，a “ ia “ kia “ iとなり，つまりM “ tiuであるからM は自明である．

もう一つ重要な例として，部分結合子代数において，関数合成 pf, gq ÞÑ f ˝ gを表せることを見

ておこう．つまり，bfgx “ fpgxqとなる b PM が存在する．

命題 2.22. 部分結合子代数M は必ず次の性質をもつ元 b P M を持つ．任意の f, g P M につ

いて bfg Óであり，bfgx ” fpgxqを満たす．

Proof. b “ spksqkと定義する．このとき，sと kの定義に沿って書き換えを行えば，

bfg “ spksqkfg “ ksfpkfqg “ spkfqg Ó

を得る．したがって，
bfgx “ spkfqgx “ kfxpgxq “ fpgxq

となるから，目的の性質が導かれた．

命題 2.22 より，部分結合子代数M が与えられたとき，M 上の 2 項演算 ˚ を x ˚ y “ bxy に

よって定義できる．ここで，M 上の外延的同値関係 ”η を次によって定義しよう：

x ”η y ðñ p@a PMq x ¨ a » y ¨ a.

このとき，i ˚ x ”η x ˚ i ”η xであることと x ˚ py ˚ zq ”η px ˚ yq ˚ z であることが導かれる．し

たがって，2項演算 ˚は商代数Mη :“M{ ”η 上のモノイド構造を誘導する．さらに，˚の定義に

より，pg ˚ hq ¨ x » g ¨ ph ¨ xqが成立しているから，モノイド pMη, ˚qのMη への自己部分モノイ

ド作用が自動的に得られる．

さて，そろそろ部分結合子代数の具体例をあげておく必要があるだろう．部分結合子代数には，

関数適用 (例 2.16)に類似した形のものが多いため，そのような例を下に 4つ述べる．最初の例は，

最も基本的な部分結合子代数の例であり，部分結合子代数のイメージを掴むために重要である．



12 第 1章 部分結合子代数

例 2.23 (クリーネの第 1 代数). 部分結合子代数の重要な具体例は，計算モデルによる自己作用

から得られる．例 2.12で，プログラム全体の集合 Pの Nへの自然な部分モノイド作用があった
ことを思い出そう．したがって，例 2.18のようにして pPY N, ¨qは部分マグマをなす．具体的に
は，プログラム p P Pと自然数 n P Nについて，

p ¨ n Ó“ m ðñ プログラム pに nを入力するとmを出力する．

しかし，例 2.12の直後に述べたように，プログラムはバイナリ列（あるいは自然数）としてコー

ドできるから，P “ Nと考えてよい．つまり，計算モデルが与えられれば，自然数上の自己作用
から得られる部分マグマを作ることができる．この部分マグマ pN, ¨qが部分結合子代数をなすこ
とは，実際に sと kの機能を持つプログラムを書くことで確認できる．チューリングマシンの文

脈では，これは万能チューリングマシンの存在とパラメータ定理 (smn定理)から保証できる（第

4.1節を参照せよ）．部分結合子代数 K1 :“ pN, ¨qはクリーネの第 1代数 (Kleene’s first algebra)

としてよく知られている．

以下に述べる 3 つの例は，部分結合子代数の例が豊富にあるということを示すものであるが，

現時点で理解しておく必要はない．

例 2.24 (クリーネの第 2 代数). N には離散位相が入っているとし，NN をその可算直積空間とする．この

位相空間は，たとえば無理数全体 RzQに R上のユークリッド位相の相対位相が入ったものと同相であるこ
とが連分数展開によって示される．いま，C を NN 上の部分連続関数全体の集合とすると，C Y NN は以下の

部分 2項演算によって，部分マグマをなす．

f ¨ x Ó“ y ðñ f P C かつ x P dompfq かつ fpxq “ y.

しかし，これでは部分結合子代数をなさないので，もう一工夫が必要である．いま，NN 上の部分連続関数

全体 C の濃度は NN の濃度と等しい（ともに連続体濃度である）ので，C “ tψpupPNN と添字付けることがで

きる．そのような添字付けの下で，NN 上に以下のような部分 2項演算を定義することができる．

p ¨ x Ó“ y ðñ x P dompψpq & ψppxq “ y.

もちろん，添字付けの方法によって，この部分マグマ pNN, ¨q の性質は異なる．しかし，極めて自然で構

成的な C の標準的添字付けが存在することが知られており，それを利用すると，pNN, ¨q が部分結合子代数

をなすことを示せる．この部分結合子代数 pNN, ¨qはクリーネの第 2代数 (Kleene’s second algebra)と呼ば

れる．

例 2.25 (スコットのグラフモデル). 2点集合 t0, 1uにH, t1u, t0, 1uを開集合とする位相を入れた空間を S
と書く．空間 Sは連結かつ距離化不可能な 2点空間であり，シエルピンスキ空間 (Sierpiński space)の名で

知られ，計算可能性理論においては非常に重要な空間のひとつである．この可算直積空間 SN は普遍第二可算

T0 空間の一例である．つまり，任意の第二可算 T0 空間は SN に位相的に埋め込める．この空間 SN の特性と

して，SN 上の部分連続関数は全域連続関数に拡張可能である，というものがある．例 2.24のように，SN 上

の連続関数全体の添字付け tψpupPSN を与えて，SN 上に以下のような全域 2項演算を定義できる．

p ¨ x Ó“ y ðñ ψppxq “ y.

これは（全域）マグマをなすが，さらに適切な添字付けによっては，pSN, ¨qは部分結合子代数をなす．こ

こで，2項演算 ¨が全域であるような部分結合子代数は全域結合子代数 (total combinatory algebra)と呼ば

れる．この全域結合子代数 pSN, ¨qは，スコットのグラフモデル (Scott’s graph model)として知られる．
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例 2.26 (可測関数の代数). 部分結合子代数は，不連続関数を含む関数族，たとえば可測関数の記述的階層

から得ることもできる．こう聞くと，ルベーグ可測関数やボレル可測関数 (Borel measurable function)の

族を思い浮かべるかもしれないが，これらは圏論的振る舞いが悪く，部分結合子代数とはならない．圏論的

に良い性質を持つのは，たとえばボレル可測関数の「部分関数」版である．ただし，それは部分ボレル可測

関数ではなく，部分 Π
r

1
1-可測関数 (partial Π

r

1
1-measurable function) である．ここで，記述集合論におけ

るススリンの定理より（完備可分距離空間上の）全域Π
r

1
1-可測関数はボレル可測関数と一致する．部分Π

r

1
1-

可測関数全体の族には標準的な添字付け tψpupPNN が存在し，以下の演算によって部分結合子代数をなす．

p ¨ x Ó“ y ðñ x P dompψpq & ψppxq “ y.

この概念は，計算可能性理論においては超算術的還元 (hyperarithmetical reduction)の名で 1950年代後

半から深く研究され始め，特に 1960年代以降は長らく計算可能性理論の中心的な研究対象であった．1970

年代には，この概念を抽象化したスペクター点類 (Spector pointclass)という概念が考案され，任意のスペ

クター点類に対応する関数族から部分結合子代数を構成することができる．

§ 3. ラムダ計算，不動点，再帰定理
これから，いかなる部分結合子代数の中でも “計算”を展開できることを示す．つまり，あらゆ

る計算を，積の適用という代数的演算の組合せで表せる，ということを見る．より正確には，次

の概念を考える．

定義 3.1. 部分マグマ M 上の部分関数 f : Ď Mn Ñ M が M で実現可能 (realizable) であ

るとは，ある a P M が存在して，任意の x1, . . . , xn P M について，fpx1, . . . , xnq Ó ならば

ax1 . . . xn Ó“ fpx1, . . . , xnqが成り立つことを意味する．

環のような代数構造が与えられると，我々は多変数多項式を考えることができる．多変数多項

式とは 6x5y2 ` 3x2y4 ` x3 ` 9のようなものである．しかし多項式を扱うには，和と積という 2

つの演算が必要であるが，我々の扱う代数には 1つの演算しかないから，考えるものは単項式で

ある．多変数単項式とは 4x3y2z4 のようなものであり，つまり 4xxxyyzzzz のことである．この

ように多変数単項式を整理された形で書けるのは，積が結合的かつ可換であるときのみである．

たとえば，文字列 xypyxzqyaypzxqxは結合律と可換性によって axxxxyyyyzz あるいは ax4y4z2

と整理される．しかし，命題 2.21で見たように，我々の代数は結合律も可換性も満たさない．つ

まり，我々の代数における多変数単項式（単に項と呼ぶ）は，axypyxzqyypzxqxのように整理さ

れていない文字列であり，M が半群の場合には，これはつまり変数を含み得る有限語である．結

合律を満たさない場合には，単なる有限語ではなく括弧をつけて演算の適用順序を明示する必要

がある．たとえば，元 a, b, c P M と変数 x, y, z について apyzqzbxであるとか apbzqpycqのよう

なものが項 (3変数単項式)である．それでは，部分結合子代数で一体どのような項が実現可能で

あるだろうか．
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定義 3.2. pM, ˚qを部分マグマとする．M 上の項 (term)を以下のように帰納的に定義する．

1. 変数 x, y, z, . . . は項である．

2. 各元 a PM は項である．

3. P と Qが項ならば PQも項である．

部分マグマM が結合子完全 (combinatory complete)とは，M 上の任意の項 tpx1, . . . , xn`1q

に対して，ある元 at PM が存在し，任意の v1, . . . , vn`1 PM について以下が成立する．

atv1 . . . vn Ó かつ av1 . . . vn`1 » tpv1, . . . , vn`1q.

まず，明らかに結合子完全な部分マグマは部分結合子代数をなす．なぜなら，項 kpx, yq “ xと

spx, y, zq “ xzpyzqを考えれば，結合子完全性より ak, as PM を得るが，k :“ ak および s :“ as

とすれば，これは部分結合子代数の条件を満たす．つまり，部分結合子代数は特定の 2つの項 k, s

に対してのみ結合子完全性の条件を満たす部分マグマとして定義されていた．しかし，実は，こ

の 2つの項だけ考えれば十分である，ということを見ていこう．つまり，部分結合子代数ならば

常に結合子完全であることを示せる．

定理 3.3. 部分マグマM について，M が部分結合子代数であることとM が結合子完全であ

ることは同値である．

この証明のために，部分結合子代数の中でラムダ計算 (lambda calculus)に相当するものを展開

できることを示そう．ラムダ計算において，記号 λx.fpxqによって xを入力すると fpxqを出力

する関数を表す．これだけを聞くと，単なる自明な記法の話に過ぎないと思うかもしれない．実

際，余談であるが，筆者は学生時代に初めてラムダ計算という概念を聞いて，てっきり数学的に

は特に中身のない単なる記法の話だと思い込み，長年ラムダ計算を勉強することはおろか，そも

そもラムダ計算の理論などというものがあり得るということを想像すらできなかった．が，実は

これだけのことから想像以上に深いラムダの数学的理論が展開される．

ラムダ計算の理論はさておき，ここではラムダ記法を用いて後の議論のアイデアを説明する．

まず左単位元 iは恒等関数 λx.xを表し，ky は常に y を出力する定数関数 λx.y を意図していた

ことを思い出そう．また，記号的には少し不正確であるが，sが意図する関数適用をラムダ記法を

用いて説明すると，spλx.fpxqqpλx.zpxqq とは a を入力すると fpaq に zpaq を適用したものを出

力する λx.fpxqpzpxqqのことを意図していた．このアイデアを用いて，部分結合子代数の中でい

わゆるラムダ抽象 (lambda abstraction)に相当する概念が取り扱えることを示す．

定義 3.4. 部分結合子代数M 上の項 P と変数 xが与えられたとき，項 Λx.P を以下によって帰



3 ラムダ計算，不動点，再帰定理 15

納的に定義する．

Λx.x ” i

Λx.y ” ky (y ­“ xが変数であるか y PM のとき)

Λx.pPQq ” spΛx.P qpΛx.Qq

ここで iは命題 2.20のようなM の左単位元とする．

以後，Λx.pΛy.pΛz.P qqなどは Λxyz.P のように省略する．たとえば，

Λxy.x “ Λx.pΛy.xq “ Λx.pkxq “ spΛx.kqpΛx.xq “ spkkqi

となる．項 Λx.P に含まれる変数は，項 P に含まれる変数から xを除いたものである．よって，P

が xのみを変数として含むならば，Λx.P は変数を含まない．定義 2.19より，ka Óおよび sab Ó

が成立しているから，このとき Λx.P はM の元を定義することが示される．

項 P が与えられたとき，P rQ{xs によって，P の変数 x に項 Q を代入した結果を表す．上

の議論をより一般化すると，y0, . . . , yn を Λx.P に含まれる自由変数のリストとすれば，任意の

a0, . . . , an PM について，pΛx.P qra0, . . . , an{y0, . . . , ynsはM の元を表す．

以下，重要な性質として，Λx.P は本物のラムダ計算のような働きをするということを示す．つ

まり，部分結合子代数が与えられれば，内部でラムダ計算っぽいものを展開できてしまうという

ことである．

補題 3.5. P と QをM 上の項とする．このとき，pΛx.P qQ ” P rQ{xsが成り立つ．

Proof. P の構造に関する帰納法による．P “ xのとき，

pΛx.P qQ “ iQ “ Q “ P rQ{xs.

続いて，P “ y が y ­“ xなる変数であるか，y PM であるとき，

pΛx.P qQ “ kyQ “ y “ P rQ{xs.

最後に，P “ RS である場合，帰納的に pΛx.RqQ ” RrQ{xsかつ pΛx.SqQ ” SrQ{xsが成り立っ

ていると仮定する．このとき，

pΛx.P qQ “ spΛx.RqpΛx.SqQ ” pΛx.RqQppΛx.SqQq ” RrQ{xsSrQ{xs “ pRSqrQ{xs “ P rQ{xs.

以上より，帰納法によって，求める性質が得られる．

注意. ラムダ記法の略記に対する補題 3.5の適用について注意すると，i ď nのとき

pΛx1x2 . . . xn.P qQ1Q2 . . . Qi » Λxi`1 . . . xn.P rQ1{x1s . . . rQi{xis

となる．なぜなら，Λx1x2 . . . xn.P “ Λx1.pΛx2 . . . xn.P qであるから，これにQ1を右から掛けると，補題 3.5

より pΛx1x2 . . . xn.P qQ1 “ pΛx1.pΛx2 . . . xn.P qqQ1 » Λx2 . . . xn.P rQ1{x1s となる．次に Q2 を右から掛
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け，同様の変形を繰り返せばよい．具体例として，たとえば pΛxyz.vyypuxqzxqpaaqpcbcqは vyypuxqzxに現

れる xの部分に aaを代入し yの部分に cbcを代入した結果となる．つまり，pΛxyz.vyypuxqzxqpaaqpcbcq “

vyypuxqzxraa{xsrcbc{ys “ vpcbcqpcbcqpupaaqqzpaaqを得る．

Proof (定理 3.3). 簡単のために 1 変数の項 tpxq を考える．定義 3.4 の直後に注意したように，

at ” Λx.tpxq Óである．補題 3.5より，任意の v PM について atv » tpvqを得る．よって，定理

3.3は示された．

命題 3.6. 任意の部分結合子代数M について，次を満たす pair, π0, π1 PM が存在する．

pair ab Ó, π0ppair abq “ a, π1ppair abq “ b

Proof. pair “ Λxyz.zxy, π0 “ Λz.zpΛxy.xq, π1 “ Λz.zpΛxy.yq によって定義する．このとき，

補題 3.5を利用すると，Λは代入と解釈できるから，pair ab “ Λz.zabとなる．したがって，補題

3.5より，

π0ppair abq “ pΛz.zpΛxy.xqqpΛz.zabq “ pΛz.zabqpΛxy.xq “ pΛxy.xqab “ a,

π1ppair abq “ pΛz.zpΛxy.yqqpΛz.zabq “ pΛz.zabqpΛxy.yq “ pΛxy.yqab “ b.

よって，主張は示された．

以後，pair abのことを xa, byと書くことにする．このとき，M の任意の有限列 paiqiďn は，次

のように 1つの要素としてコードできる．

xa0, a1, a2, . . . , any :“ xxxxa0, a1y, a2y, . . . y, any.

それでは，部分結合子代数が与えられれば，自然数上の計算論が展開できることを見ていこう．

このためには，部分結合子代数M の中で自然数をコードする必要がある．これはたとえば次のよ

うにコードできる．

定義 3.7. M を部分結合子代数とする．true, false PM および各自然数 n P Nについて n PM

を以下のように定義する．

true “ Λxy.x false “ Λxy.y

0 “ xtrue, iy n` 1 “ xfalse, ny

この自然数のコード方法を理解しかねるという人もいるかもしれないが，取り扱いの容易さか

ら，このコーディングを利用する．しかし，「自然数を実装できる」という点のみが重要なので

あって，自然数の具体的な実装方法は何でもよいし，その意味を問うことはあまり生産的ではな

い．文字列によって自然数をコードする方法がいくらでもあるように，部分結合子代数M の中で

自然数をコードする方法は唯一ではない．
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命題 3.8. 次のような元 succ, pred, iszero PM が存在する．

succn “ n` 1 predn “ n´ 1

iszeron “

#

true if n “ 0

false if n ­“ 0

ここで ´は x´ y “ maxt0, x´ yuによって定義される部分的減法である．

Proof. まず，succ “ Λx.xfalse, xy によって定義する．このとき，補題 3.5 より，succn “

xfalse, ny “ n` 1である．iszero “ π0 が条件を満たすことは明らかである．最後に，predを

定義するために，補題 3.5から以下の式を得られることに注意する．

xa, bytrue “ pΛxyz.zxyqabpΛxy.xq “ pΛz.zabqpΛxy.xq “ pΛxy.xqab “ a

xa, byfalse “ pΛxyz.zxyqabpΛxy.yq “ pΛz.zabqpΛxy.yq “ pΛxy.yqab “ b.

pred “ Λx.x0, π1xypiszeroxqと定義する．このとき，上の式と補題 3.5より，

predp0q “ x0, π1 0ypiszero 0q “ x0, iytrue “ 0

predpn` 1q “ x0, π1 n` 1ypiszeron` 1q “ x0, nyfalse “ n.

よって，主張は示された．

次に，部分結合子代数におけるある種の不動点定理を示そう．関数 f : X Ñ X の不動点 (fixed

point)とは，fpxq “ xなる x P X のことである．しかし，ここではX は関数空間 rAÑ Bsであ

ると考えると都合がよい．つまり，関数 f : rAÑ Bs Ñ rAÑ Bsの不動点とは g “ fpgqを満た

す関数 g : AÑ B のことである．f の不動点のことを fix f と書くとすると，fix f “ fpfix fq

を満たす．つまり
p@a P Aq fpfix fqpaq “ pfix fqpaq

を満たすということである．このような不動点 fix f のようなものが常に存在する，というのが

次の定理である．

定理 3.9. 次のような元 fix PM が存在する．任意の f, a PM に対して，

fix f Ó fix fa “ fpfix fqa.

Proof. r “ Λxyz.xpyyqz とし，fix “ Λg.rgprgqと定義する．このとき，

fix f “ rfprfq “ pΛxyz.xpyyqzqfprfq “ pΛyz.fpyyqzqprfq “ Λz.fprfprfqqz

である．いま，rは自由変数を持たず，よって，fprfprfqqz は z のみを自由変数に含む．一方，

定義 3.4の直後に述べたように，もし P が z のみを変数に含むならば，Λz.P Óである．よって，
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fix f Óを得る．また，

fix fa “ prfprfqqa “ pΛz.fprfprfqqzqa “ fprfprfqqa “ fpfix fqa

となるから定理は示された．

不動点定理 3.9の重要な帰結の 1つが，クリーネの再帰定理 (Kleene’s recursion theorem)で

ある．まず，定理 3.9から次の系が得られる．

系 3.10. M を部分結合子代数とし，Qを eのみを自由変数とするM 上の項とする．このとき，

次を満たす項 r PM が存在する．

p@a PMq ra ” Qrr{esa.

Proof. f “ Λe.Qとする．ここで，Qに含まれる自由変数は eのみであるから，定義 3.4の直後の

議論より，f ÓP M と考えてよい．よって，不動点定理 3.9の証明の fixについて，fix f Ó“ r

となる r PM を得る．いま，任意の a PM について，

ra “ fra “ pλe.Qqra ” Qrr{esa

であるから，主張は示された．

ここで，r “ Qrr{esとなるとは限らないことに注意する．系 3.10を例 2.23のクリーネの第一

代数 K1 で解釈した結果は，クリーネの再帰定理として知られる．クリーネの第 1代数を用いて

いるときは，それを明示するために p ¨ xではなく ttpuupxq*1と書くことにする．つまり，ttpuuは

コンピュータ・プログラム pが表す関数であり，ttpuupxqはプログラム pに xを入力した結果の

値である．

定理 3.11 (クリーネの再帰定理). 任意の計算可能関数 q : N Ñ N について，次を満たす
r P Nが存在する．

ttruu ” ttqprquu

Proof. 部分結合子代数として，例 2.23のクリーネの第一代数K1 を取る．このとき，q は計算可

能であるから，ある d P Nについて，q “ ttduuとなる．Q “ deとすると，系 3.10より，任意の

a P K1 について，ra ” Qrr{es ” draなる r P K1 を得る．K1 における積演算の定義より，

p@a P Nq ttruupaq ” ttttduuprquupaq ” ttqprquupaq

となるから，定理は示された．

*1 計算可能性理論の初期に多用されたクリーネ記法では tpupxqと書かれるが，tpuと書くと単元集合と紛らわしいの
で本稿では用いない．



3 ラムダ計算，不動点，再帰定理 19

解説. クリーネの再帰定理の直感的な説明を与えよう．固定した未知変数 I を使いながら，コンピュータ・

プログラム QpIqを書いている，というシチュエーションを想定しよう．我々はその段階では I が何である

かは知らないが，とにかく I は自由に使えるので，プログラム内部に「プログラム I に nを入力した計算を

実行せよ」などの命令を書き込むことができる．

さて，クリーネの再帰定理 3.11における r を取ってきて，Q “ Qprqとしよう．つまり，先ほど我々の書

いたプログラムの中で I と書かれている部分を r で上書きしたものが新しいプログラム Qである．すると，

再帰定理より，コード r のプログラムを実行したものと Q を実行したものの計算結果は等しい．したがっ

て，Qのプログラム内部に書かれている「プログラム I に nを入力した計算を実行せよ」という命令は「プ

ログラム Qに nを入力した計算を実行せよ」という命令に等しい．

これが意味していることは何だろうか．我々はプログラム Q を書いている途中段階では，最終的な Qが

どうなるかは知らないし，無限の自由度がある．それにも関わらず，我々が途中で書いた「プログラム I に

nを入力した計算を実行せよ」と言う命令の意味は，常に「最終的な Qに nを入力した計算を実行せよ」を

表す．つまり，我々はあたかも「最終的に書き上げる予定のプログラムが何であるか既に知っているかの如

く」プログラムを記述することができるのである．

そういうわけで，以後，プログラム I すなわち『私』すなわち自己に言及したプログラムは自由に記述して

よい．特に自身のソースコードを出力するプログラムは，コンピュータ・プログラミングの文脈ではクワイ

ン (Quine)としてよく知られており，様々なプログラミング言語での実装例を見つけることができるだろう．

さて，クリーネの再帰定理は数学的には一見単純であるが，それ故に強力である．基礎的なレ

ベルから研究の最先端に至るまで，極めて広範な応用を持つ．計算可能性理論の入門的内容にお

ける最も重要な定理と言っても過言ではないだろう．

ここでは，クリーネの再帰定理の簡単な応用として，原始再帰法の実装を行う．原始再帰法と

は，関数 f, g から次のような関数 hを作る操作である．
#

hp0, xq “ gpxq

hpn` 1, xq “ fpn, x, hpn, xqq

この関数 hを rec gf として表そう．この原始再帰作用素 recは，不動点として実装できる．

命題 3.12. 任意の部分結合子代数M について，次のような元 rec PM が存在する．

rec gf0 “ g

rec gfn` 1 “ fnprec gfnq

Proof. まず，命題 3.8の証明で見たように，

xa, byiszeron “

#

a if n “ 0

b if n ­“ 0

が成り立つことに注意する．このため，xa, byiszeronを if n iszero then a else bと表す．

証明のアイデアとしては，n “ 0ならば hn “ gであり，さもなくば hn “ fpprednqphpprednqq

であるような hを作ればよい．ただし，hは f と g に依存するので，h “ egf という形である．

具体的には，次の項 Qを考える．

Λgfn.if n iszero then g else fpprednqpegfpprednqq.
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項Qは eのみを自由変数に持つので，系 3.10より，eを自己への言及と解釈するような rec PM

が存在する．つまり，任意の a PM について rec a “ Qrrec{esaが成立する．このとき，

rec gfn “ if n iszero then g else fpprednqprec gfpprednqq

であるから，明らかに

rec gf0 “ g, rec gfn` 1 “ fnprec gfnq

が導かれる．よって求める性質が示された．

最後に，任意の部分結合子代数で µ-最小化 (µ-minimization) を実装できることを示そう．µ-

最小化とは，xを変数とする式 P pxqが与えられたとき，P pxqを満たす xが存在するならば，そ

のような最小の xを返す演算 µx.P pxqである．

定理 3.13. 関数 f : Nn`1 Ñ Nが実現可能ならば，hpx̄q “ µy.rfpx̄, yq “ 0sによって定義され

る関数 h : Nn Ñ Nも実現可能である．

Proof. eを変数とする項 Qを次のように定義する．

Q :“ Λx̄y.if fx̄y iszero then y else ex̄y ` 1.

再帰定理 (系 3.10)より，rx̄y » Qrr{esx̄y となる r が存在する．つまり，

rx̄y » if fx̄y iszero then y else rx̄y ` 1.

このとき，h “ Λx̄.rx̄0 とすれば，帰納法によって，h が求めるものであることを容易に示せ

る．

§ 4. 部分結合子代数の具体例
本節では，部分結合子代数の具体例について見ていこう．ここでポイントとなるのが，例 2.24

や例 2.26のように，位相的概念や可測性概念から，計算的な成分を抽出することができ，それが

部分結合子代数の構造を持つという点である．このように，一見，計算概念から程遠い，たとえ

ば無限集合論的概念からさえ，計算的成分を抽出して計算論的な分析を行うことができる．

4.1. 万能マシンから部分結合子代数へ

最も基本的な部分結合子代数は，チューリングマシンなどの計算モデルから得ることができる．

本節では，その証明のために必要な本質を抽出し，一般に，計算モデルから無関係な関数族から

部分結合子代数を得る方法を探る．まず，計算モデルから部分結合子代数を得るために重要な概

念は，万能チューリングマシンとして知られるものである．
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チューリングマシンという計算モデルは，物理的に見れば，計算する関数毎にマシンを作って

いる．したがって，100個のプログラムを書くということは，100個のチューリングマシンを用意

するということである．しかし，我々の世代のコンピュータは，「たった 1つのマシン」の中で，

プログラムを書くことによって，全ての計算可能関数を実装できる*2．このようなコンピュータ

は，数学的には万能チューリングマシンと呼ばれるものである．

1930 年代，そのようなマシンがまだ存在しなかった時代，チューリングは万能マシンの概念

を定式化し，理論的にその存在を示した．このようにして，我々の世代が用いているようなコン

ピュータの到来をチューリングは予言したのである．これを数学的に抽象化して表すと，以下の

ようなものである．

定義 4.1. 万能チューリングマシン (universal Turing machine)とは，次のような計算可能部分

関数M :Ď P ˆ Nn Ñ Nである：任意の計算可能部分関数 f :Ď Nn Ñ Nに対して，あるプログ
ラム p P Pが存在して，Mpp, xq ” fpxqが成立する，というものである．

プログラムと自然数を同一視，つまり P » Nと考え，また対関数によって複数の自然数をまと
めてしまえば Nn » Nであるから，M と f は共に自然数上の部分関数と思ってよい．

現代的に言えば，M が我々の眼前にあるコンピュータであり，pというものは，マシン f の計

算をシミュレートするプログラムである．我々のコンピュータM の中でプログラム pに文字列 x

を入力すれば，Mpp, xqという計算結果が得られる．現代文明の恩恵を享けている全ての人は，次

の定理を体で知っている．

定理 4.2 (チューリング). 万能チューリングマシンが存在する．

この概念を一般化しよう．いま，集合 P と N が与えられているとする．上述のように，P を

プログラムの集合，N を入出力の集合と考え，さらに Pm » P および Pn ˆNm » N が成立す

ると仮定する．以後，標準的な対関数 x¨, . . . , ¨y : Pn ˆNm » N と射影関数 πi は固定されている

とする．たとえば，P と N が Nまたは NN と同一視できるなら，このような条件は満たす．

定義 4.3. 集合 N 上の部分関数の族 F および集合 P が与えられているとする．部分関数

M : Ď P ˆ N Ñ N が P を介して F-万能とは，次の条件を満たすことを意味する：M P F
であり，任意の部分関数 f P F に対して，ある p P P が存在して，任意の x P N について

Mpp, xq ” fpxqを満たす．

チューリングの定理 4.2より，N上の部分関数全体の族は Nを介した万能関数を持ち，つまり，
それが万能チューリングマシンのことである．上の定義は，一般に関数族 F に対する万能マシン
に相当する概念を定義するものである．このような一般化は，記述集合論などの分野で頻繁に用

いられる．たとえば，記述集合論において，P を介して F-万能な部分関数が存在するとき，部分

*2 あるいは，「たった 1つのマシン」にソフトウェアをインストールすることによって，無数のアプリケーションを実
行できる．
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関数の族 F は P -媒介化 (P -parametrized)されているという．

以後，恒等関数，P Ď N に値を取る定数関数，対関数 x¨, ¨yと射影関数 π0, π1 の組合せで定義

可能な N 上の関数を自明な関数と呼ぶことにする．いま，集合 X 上の部分関数の族 F が次のよ
うな良い性質を持つと仮定する．

1. P を介して F-万能な部分関数M が存在する．

2. 任意の f P F と自明な関数 g :Ď N Ñ N に対して，f ˝ g P F である．

このような関数族 F に対しては，万能マシンM に少し修正を施せば，さらに良い性質を持っ

た万能マシンに改良できる，というのが次の補題である．

補題 4.4. F を上述の前提を満たす関数族とする．このとき，次のような F-万能関数

U : P ˆ N Ñ N が存在する．ある自明な関数 s : P ˆ N Ñ P が存在して，任意の p P P

と z, x1, . . . , xn P N について以下が成立する．

Upp, xz, x1, . . . , xnyq ” Upspp, zq, xx1, . . . , xnyq

Proof. 前提 (1) より，F は万能関数 M :Ď P ˆ N Ñ N を持つ．仮定より N には対関数と対

応する射影が存在するので，このとき，Upp, xq ” Mpπ0ppq, xπ1ppq, xyq と定義する．明らかに

Upxa, by, xq ” Mpa, xb, xyq が成立する．前提 (2) より F は自明な関数との合成で閉じているの
で，U P F である．
まず，U が万能であることを確認しよう．任意の f P F について，前提 (2) より f ˝ π1 P F
なので，ある p P P が存在してMpp, xq ” f ˝ π1pxqとなる．特にMpp, xb, xyq ” fpxqである．

よって，Upxp, by, xq ”Mpp, xb, xyq ” fpxqを得る．適当に b P P を選べば，仮定より xp, by P P

であるから，U の万能性が示された．

また，upxp, zy, xq ” Upp, xz, xyqと定義すると，同様にして u P F であるから，M の万能性よ

り，ある q P P が存在してMpq, xx, yyq ” upx, yqが成立する．以上より，

Upp, xz, xyq ” upxp, zy, xq ”Mpq, xxp, zy, xyq ” Upxq, xp, zyy, xq

を得る．いま spp, zq ” xq, xp, zyy と定義すれば，これは自明な関数であり，補題の条件を満た

す．

この補題は，計算理論においては smn定理あるいはパラメータ定理 (parameter theorem)と呼

ばれる．以後，補題のような U に対して，Upp, xqをしばしば ttpuupxqと略記する．この補題は，

ttpuu :Ď Nn`1 Ñ N と λz.ttspp, zquu : N Ñ rĎ Nn Ñ N sを同一視できると述べている．つまり，

パラメータ定理 (補題 4.4)は計算機科学におけるカリー化 (currying)と呼ばれる操作に対応する．

さて，関数族 F から部分結合子を構成するためには，自明な関数との合成で閉じているだけで
は不足で，自身との合成についても閉じている必要がある．つまり，以後は，

2a. 任意の自明な関数は F に属す．
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2b. f, g P F ならば g ˝ f P F である．

という性質を要求する．この前提 (1),(2a),(2b)の下で，パラメータ定理 (補題 4.4)から得られる

万能関数を利用すると，以下の定理が成立する．

定理 4.5. N 上の 2項演算を p ¨ n ” ttpuupnqによって定義する．このとき，pN, ¨qは部分結

合子代数をなす．

Proof. まず，前提 (2a)と (2b)より，pN, ¨q上の項 tpx̄qによって定義される N 上の部分関数は

F に属すことを示せる．たとえば p ¨ q ¨ n ” ttttpuupqquupnq ” UpUpp, qq, nqであるから，F の属
す関数の合成として書けるため，合成で閉じているという前提より，これは F に属す．一般の項
についても同様である．証明のアイデアは以下である．いま t :Ď Nn Ñ N は F に属すので，補
題 4.4 のカリー化を繰り返した結果 t˚ :Ď N Ñ N Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ N Ñ N に対応する関数も F に属
す．よって，万能性より t˚ に対応するコードを持ってくれば，これは結合子完全性を導く．ここ

では，もう少し具体的に sと kを作ることにしよう．

まず k-コンビネータを構成しよう．まず，射影 π0 : xu, vy ÞÑ u は自明なので，万能性より

ttiuupxu, vyq “ uとなるコード i P P が存在する．このとき，sをパラメータ定理 4.4の条件を満

たす自明な関数とすると，ttspi, aquupvq ” ttiuupxa, vyq “ aである．いま a ÞÑ spi, aq Óは自明であ

るから，万能性より，ttkuupaq “ spi, aqとなる k P P が存在する．よって，

ttttkuupaquupbq “ ttspi, aquupbq ” ttiuupa, bq “ a.

つづいて，s-コンビネータを構成しよう．まず，項 pf, x, aq ÞÑ ttttfuupaquupttxuupaqq は F
に属すので，万能性より，そのコード e P P が存在する．パラメータ定理 4.4 を適用して，

ttspe, f, xquupaq ” tteuupf, x, aq となる自明な関数 s を得る．pf, xq ÞÑ spe, f, xq は自明であるか

ら，万能性よりそのコード d P P が存在する．再びパラメータ定理 4.4 より，ttspd, fquupxq »

ttduupf, xqを得る．このとき f ÞÑ spd, fqは自明であるから，万能性よりそのコード s P P が存在

する．つまり，
ttttsuupfquupxq ” ttspd, fquupxq ” ttduupf, xq ” spe, f, xq Ó

を得る．したがって，

ttttttsuupfquupxquupaq ” ttspe, f, xquupaq ” tteuupf, x, aq ” ttttfuupaquupttxuupaqq.

以上より，pN, ¨qが部分結合子代数であることが示された．

特に，例 2.23で挙げたクリーネの第一代数K1 が部分結合子代数であることが導かれる．

4.2. クリーネの第 2代数

まずは，例 2.24で述べた，クリーネの第 2代数と呼ばれる，部分連続関数を 2項演算とする部

分結合子代数の詳細を述べていこう．余談であるが，このクリーネの第 2代数に関しては，一般
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再帰理論の誕生以前の古典的な構成的解析学に起源をもつものであるため，一般再帰理論の枠に

は含まないことが多い．

■連続関数の計算モデル: クリーネの第 2 代数を語るにあたって便利な概念は，ストリーム

(stream)というデータ型に関する計算である．ストリームとは，次々に与えられるデータの奔流

である．数学的には，
a0a1a2a3 . . . anan`1 . . .

という無限に続く文字列と同一視できるが，実際には，時間経過に従って徐々に a0, a1, . . . とい

うデータを流し込んでくるものと思う方が都合が良い．つまり，各時刻では，ストリームは，ま

だ a0a1 . . . ak というような有限データしか配信していない．

ストリームは基本的には外部情報であるが，我々はストリーム型のデータを利用して計算を行

うことが可能である．もう少し正確に議論するために，チューリングマシンのような計算モデル

を考えよう．この計算モデルは，外部からのストリームを流し込むための専用テープを持つ．こ

のテープは読込専用で，我々は書込不可能である．これが，ストリーム型のデータの入力テープ

である．

そうすると，我々もストリーム型のデータの出力を行いたい．この場合，我々はチューリング

マシンの計算を停止させずに，延々と稼働させつづけ，文字列を

b0b1b2b3 . . . bnbn`1 . . .

というように，時間経過に沿って，次々に出力させていくこととなる．このためには，ストリー

ム型のデータの出力テープがあると便利である．ただし，一度配信したデータは，別の人物が既

に受信しているかもしれないから，もう無かったことにはできない．この状況は，ストリーム出

力テープは書込専用だが上書き不可能である，という特性によって定式化できる．

このストリーム入出力テープに加え，読込，書込，上書きが可能な作業用テープを合わせた計

算モデルを考えよう．その他の部分は，通常のチューリングマシンと同一である．さて，この計

算モデルにおいて，どのようなストリーム上の関数が計算可能であるだろうか．この計算モデル

を直接取り扱ってもよいが，ストリーム計算のモデルは，非常に単純明快な数学的記述を持つ．

部分マグマ pM, ˚qの元 a, b PM に対して，bが aを割り切るとは，a “ b ˚ cとなる c PM が存

在することである．代数学の文脈では，このとき b | aと書かれることが多いが，ここでは b Ď a

と書くことにする．この関係 Ďを整除関係と呼ぶ．

ここでは集合 Aが生成する自由モノイド pA˚, ˚qを考えよう (例 2.4)．つまり，アルファベット

A上の有限文字列全体の集合 A˚ に，文字列結合 a0a1 . . . ai ˚ b0b1 . . . bj “ a0a1 . . . aib0b1 . . . bj

を表す 2項演算 ˚が定義されたものである．自由モノイドの場合，整除関係 σ Ď τ は，σ P A˚ が

τ P A˚ の始切片 (initial segment) であることを表す．自由モノイドを無限文字列も含むように

Aďω :“ A˚ Y AN と拡張する．ここで，σ P A˚ と x P Aďω に対する文字列結合 σ ˚ xは通常の

ように定義され，整除関係つまり始切片関係 σ Ď xも上と同様に定義される．また，σ Ă xと書

いたとき，σ Ď xかつ σ ­“ xであることを意味する．
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定義 4.6. 部分関数 φ :Ď A˚ Ñ A˚ が単調 (monotone)とは，以下の条件を満たすことである．

p@σ, τ P defpφqq σ Ď τ ùñ φpσq Ď φpτq.

ここで，定義 2.1で述べたように defpφqは φの定義域を意味する．部分単調関数 φ :Ď A˚ Ñ

A˚ が与えられたとき，部分関数 pφ :Ď AN Ñ AN を次によって定義する．

pφpxqpnq “ m ðñ pDσ Ă xq φpσqpnq “ m.

つまり，集合論的記法を用いれば，pφpxq “
Ť

σĂx φpσqによって定義するということである．

部分関数 f :Ď AN Ñ AN が連続 (continuous)とは，ある部分単調関数 φが存在して，部分連続

関数 pφの f の定義域への制限が f と等しいことを意味する．つまり，任意の x P defpfqについ

て fpxq “ pφpxqが成り立つことである．

演習問題 4.7. 集合 Aに離散位相を入れ，AN にはその積位相を入れる．このとき，任意の f :Ď AN Ñ AN

について，
f は定義 4.6の意味で連続である ðñ f は位相空間論の意味で連続である

ということを示せ．

注意. 定義 4.6の単調関数は常に全域関数であると仮定してよい．なぜなら，部分単調関数 φ :Ď A˚ Ñ A˚

が与えられたとき，ψpσq “
Ť

tφpτq : τ Ď σ and φpτq Óuで定義すれば ψ は全域になるが，φと ψ が定義

する連続関数は同一である．また，空語 εに対して φpεq “ εとしても一般性を失わない．

つまり，連続関数とは，有限文字列上の単調関数 φ :Ď A˚ Ñ A˚ によって制御されるストリー

ム上の関数のことである．ストリームの計算処理を行うマシンは，この有限文字列上の単調関数の

部分の計算を行うのみであり，動作としては通常のチューリングマシンと全く等しい．ストリー

ム上の関数が計算可能とは，このようなマシンによって計算されることである．数学的には，以

下のように定式化される．

定義 4.8. 部分関数 Φ:Ď NN Ñ NN が計算可能 (computable)または計算可能連続 (computably

continuous)とは，ある部分計算可能単調関数 pφの f の定義域への制限が Φと等しいことを意

味する．つまり，任意の x P defpΦqについて Φpxq “ pφpxqが成り立つことである．

注意. 定義 4.8の単調関数も常に全域関数であると仮定できる．ただし，定義 4.6の後の注意のような全域

関数 ψ は計算可能とは限らないので，以下の修正が必要である．部分計算可能単調関数 φ :Ď A˚ Ñ A˚ が

与えられたとき，ηpσq “
Ť

tφpτq : τ Ď σ and φpτqr|σ|s Óuで定義する．ここで |σ|は文字列 σ の長さを意

味し，φpτqr|σ|s Óは，φpτqを計算するチューリングマシンの動作が高々 |σ|ステップで停止することを意味

する．このように定義すれば，η は全域計算可能単調関数であり，pη “ pφとなる．

計算可能連続関数の定義 4.8は，クリーネ第 2代数を定義するにあたっては必要ないが，関数

の連続性をストリーム計算と結びつけることで，連続関数の秘める計算的成分を理解する助けに
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なると思う．

さて，定義 4.6のように，NN 上の部分連続関数とは N˚ 上の（全域）単調関数に他ならない．

ところで，N˚ は可算集合であるから Nと一対一対応があるので，N˚ 上の関数全体と NN との間

にも一対一対応がある．多少の調整を加えて，N˚ 上の単調関数全体と NN との一対一対応付けを

与えることができ，よって NN 上の部分連続関数全体を NN によって添字付けすることができる，

というのがクリーネ第 2代数の定義の基本方針である．この方針を念の為，丁寧に解説しよう．

いま，p P NN » rN˚ Ñ Nsが与えられたとき，pがコードする単調関数 ηp は，以下のように帰

納的に定義される．空語 εについて ηppεq “ ppεq P N˚ とし，与えられた τ P N˚ と n P Nについ
て，ηppτ ˚ nq “ ηppτq ˚ ppτ ˚ nqによって定義する．明らかに ηp は N˚ 上の単調関数であるから，

ψp :“ pηp は NN 上の部分連続関数となる．さらに，NN 上の任意の部分連続関数 f はある ψp の制

限である．この添字付け tψpuに対して，定義 2.24の 2項演算

p ¨ x Ó“ y ðñ x P defpψpq & ψppxq “ y

を用いて得られたK
r

2 :“ pNN, ¨qがクリーネ第 2代数である．

このアイデアを元に，もうひとつ部分結合子代数を作ることもできる．いま，pNNqP を N上の
全域計算可能関数全体の集合とする．定義より，tψp : p P pNNqPuは NN 上の部分計算可能連続

関数の族をなす．このとき上と同じ部分 2項演算を考えると，これはクリーネの第 2代数の部分

代数をなし，K2 :“ ppNNqP, ¨qもまた部分結合子代数である．

4.3. スコットのグラフモデル

自然数の部分集合 A Ď Nの枚挙をストリームの一種として考えることができる．つまり，枚挙
とは，以下のように自然数を並べていくストリームである．

2, 3, 7, ‚, 11, 5, 7, 13, ‚, 19, 17, ‚, ‚, 23, 3, 29, . . .

ここで，記号 ‚は何も並べないことを意味する．このストリームは素数の集合の枚挙のつもりで

ある．ここで注意することは，枚挙を考える際，並べる順番は気にしないし，同じものを何度も

並べてもよいとする．したがって，たとえば素数の集合を枚挙するストリームは無限パターン存

在する．

数学的な定式化を与えれば，枚挙 (enumeration) というものは，関数 p : N Ñ 1 ` N である．
ここで 1 “ t‚uであり，1`Nは 1と Nの和集合を表しているが，和集合の記号 Yを使わなかっ
たのには理由があり，それは後の節で明らかになる．しかし，今回のケースでは単に

1` N “ 1Y N “ t‚, 0, 1, 2, . . . u

だと思っても差し支えはない．集合 A Ď Nについて，1`Aも同様に，1と Aの和集合を表すも

のとする．
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定義 4.9. 集合 A Ď Nが計算的可算あるいは計算可枚挙 (computably enumerable)とは，計算

可能な全射 p : NÑ 1`Aが存在することを意味する．

注意. 計算可枚挙集合は，長らく再帰的可算 (recursively enumerable)集合と呼ばれてきたものである．頭

文字を取って，計算量クラス REと書かれることもあった．しかし，計算論の基礎概念について，英語圏での

大規模な名称変更が前世紀末から始まり，少なくとも計算可能性理論の周辺分野では，名称変更がかなり浸

透している．計算論の文脈ではなぜか “enumerable”を「可算」と伝統的に訳しているようであるから，今

回は試しに “computably enumerable”を「計算的可算」と訳してみることにする．英名を無視すれば，こ

れは通常の可算性を計算の世界で翻訳した定義であるから，そもそも計算的可算と呼ぶほうが妥当かもしれ

ない．

関数 p : N Ñ 1 ` Nが枚挙する集合を Enumppq “ tppnq : n P Nu X Nによって定義する．以
後，PNによって，Nの冪集合，つまり自然数の部分集合全体の集合を表す．

定義 4.10. 関数 F : PN Ñ PN が連続 (continuous) であるとは，次のような連続関数 f :

p1` NqN Ñ p1` NqN が存在することである．

p P p1` NqN が P Ď Nの枚挙ならば，fppq P p1` NqN は F pP q Ď Nの枚挙である．

もし，この f が計算可能関数であれば，F は枚挙作用素 (enumeration operator)と呼ばれる．

言い換えると，以下の図式が可換になっている．

PN F // PN

p1` NqN
Enum

OO

f
// p1` NqN

Enum

OO

注意. 位相空間論を既に学んでいる人のために述べておくと，上の意味での PN上の連続性は，PN上のカ
ントール位相での連続性でなく，PN 上のスコット位相での連続性であることに注意する．これは，PN を
離散空間 2の可算積 2N ではなくシエルピンスキ空間 Sの可算積 SN と考えることと同値である．

NN 上の連続関数と同様に，PN上の枚挙作用素もまた有限的に取り扱うことができる．まず，
PfinpNqを自然数の有限部分集合全体を表すものとすると，Nと PfinpNqを一対一に対応付けられ
る．たとえば，有限集合 A Ă Nと自然数

ř

nPA 2n を同一視すればよい．この自然数を有限集合

Aの標準コード (canonical code)と呼ぶ．標準コード e P Nの有限集合は De と書かれる．

連続関数 F : PNÑ PNのグラフコードとは，次によって与えられる．

ΓpF q “ txn, ey : n P F pDequ

逆に集合 G Ď Nが与えられれば，次のように連続関数 EG : PNÑ PNを定義できる．

n P EGpAq ðñ pDe P Nq rxn, ey P G and De Ď As.
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このとき，tEG : G P PNuは PN上の連続関数全体の集合をなす．また，この PN上の連続関
数の添字付けは，次によって PN上の全域 2項演算を与える．

G ¨A “ EGpAq.

この 2項演算の下で G
r

“ pPN, ¨qは全域結合子代数 (例 2.25)をなし，これはスコットのグラ

フモデルと呼ばれる．クリーネの第 2代数のように，スコットのグラフモデルG
r

の計算可能版の

ようなものを考えることもできる．これを確認するために，まずは次の命題を証明しよう．

命題 4.11. 枚挙作用素 F のグラフコード ΓpF qは計算的可算である．逆に，Ψ Ď Nが計算的
可算ならば，FΨ は枚挙作用素である．

Proof. F を枚挙作用素とすると，定義 4.10のような計算可能関数 f : p1 ` NqN Ñ p1 ` NqN が
存在する．このとき，定義 4.8 とその直後の注意より，ある全域計算可能単調関数 φ について

f “ pφとなる．このとき，与えられた e P Nに対して，有限集合 De の枚挙 pe を作るプログラム

は容易に構成できる．たとえば，De を小さい順に並べ上げ，全て並べ終えたら後は ‚を出力し続

ければよい．つまり，ある計算可能関数 p : Nˆ NÑ 1` Nで，pe “ ppe, ¨qは De の枚挙である

ようなものが存在する．f の定義より，fppeqは F pDeqの枚挙である．よって，n P F pDeqなら

ば，ある sについて，fppeqpsq “ nとなる．以上より，

xn, ey P ΓpF q ðñ pDs P Nq fppeqpsq “ n ðñ pDs, t P Nq φpppe, 0qppe, 1q . . . ppe, tqqpsq “ n

となるから，ΓpF qは Σ1 である．

逆に Ψ を半計算可能であるとする．このとき，Ψs を Ψ の時刻 s 近似とする．つまり，命題

??の証明のように，n P Ψ と Mpnq Ó が同値であるような M を取り，Ψs “ tn : Mpnqrss Óu

と定義する．与えられた有限列 σ P p1 ` Nq˚ について，Dσ を σ が枚挙する有限集合，つまり

Dσ “ tn P N : pDs P Nq σpsq “ n ­“ ‚uとする．このとき，|σ|によって σ の長さを表すとし，

n P Eσ ðñ pDeq rxn, ey P Ψ|σ| and De Ď Dσs

と定義すると，Eσ は有限集合であり，E “ tpn, σq : n P Eσuは計算可能集合である．

次によって単調関数 φ を定義する．与えられた σ に対し，φpσq は Eσæ0 の要素を小さい

順に枚挙し，次に Eσæ1 の要素を小さい順に枚挙し，Eσæ1 の要素を小さい順に枚挙し，... と

いう動作を繰り返すものとする．ここで σ æ n は σ の長さ n までの制限を表す．つまり，

Eτ “ ta
τ
0 ă aτ1 ă ¨ ¨ ¨ ă aτipτq

uのように Eτ を下から順に並べたとき，

φpσq “ xaσæ0
0 , aσæ0

1 , . . . , aσæ0
ipσæ0q

, aσæ1
0 , aσæ1

1 , . . . , aσæ1
ipσæ1q

, . . . , aσ0 , a
σ
1 , . . . , a

σ
ipσqy

と定義する．φが単調関数であることは明らかである．φの計算可能性は，E の計算可能性から

従う．また，任意の Aの枚挙 pに対して，pφppqが FΨpAqの枚挙となっていることは容易に確認

できる．したがって，FΨ は枚挙作用素である．
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いま，pPNqP を Nの計算的可算部分集合全体の集合とする．定義より，tEG : G P pPNqPuは
枚挙作用素全体の族をなす．このとき，上と同じように G ¨A “ EGpAqによって全域 2項演算を

考えると，これはスコットのグラフモデルの部分代数をなし，G :“ ppPNqP, ¨qもまた全域結合子
代数である．

4.4. 相対部分結合子代数

ところで，ここで例 2.13 で触れた作用の詳細を説明することができる．プログラム p P P に

よって計算される部分単調関数を φp :Ď N˚ Ñ N˚ と書くことにしよう．これから定義 4.8のよう

に NN 上の部分計算可能連続関数 Φp “ pφp を得ることができる．計算モノイド Pの NN への部分

モノイド作用を以下のように定義できる．

p ¨ x Ó“ y ðñ x P defpΦpq & Φppxq “ y

　この部分モノイド作用に対して，例 2.13のように定義した前順序 ďT がチューリング還元と呼

ばれるものである．

定義 4.12. 関数 f, g : N Ñ N が与えられたとき，f が g にチューリング還元可能 (Turing

reducible) であるとは，f “ Φpgq なる部分計算可能関数 Φ:Ď NN Ñ NN が存在することであ

る．このとき，f ďT g と書く．

演習問題 4.13. チューリング還元可能性関係 ďT が NN 上の前順序 (preorder)であることを示せ．つまり，

ďT が反射的 (reflexive)かつ推移的 (transitive)であることを証明せよ．

同様にして，P は PN に作用する．プログラム p P P が枚挙する N の部分集合を Wp と書

く．すると，P の PN へのモノイド作用を p ¨ G “ EWppGq によって定義できる．このとき，

G,H Ď Nについて，H ďe Gを p ¨G “ H となる p P Pが存在することとして定義できる．

定義 4.14. 集合 A,B Ď Nについて，Aが B に枚挙還元可能 (enumeration reducible)である

とは，ある枚挙作用素 Ψ: PN Ñ PN が存在して，ΨpBq “ A となることである．このとき，

A ďe B と書く．

枚挙還元は，自然数の部分集合の持つ正の情報の複雑さを測る概念である．つまり，A ďe B と

は，B の正例（B を満たす例）が全て漏れずにストリームとして次々に与えられれば，Aの正例

を全て並べることができる，というものである．

さて，上記では P の部分モノイド作用として，チューリング還元と枚挙還元を扱ったが，こ

れらについて別の見方もある．まず，第 4.2 節で導入した NN 上の部分連続関数の添字付け

tψp : p P NNuに対して，
tψp : p P pNNqPu “ tΦp : p P Pu
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が成立する．また，第 4.3節で説明したように，PN上の連続関数全体の添字付け tEG : G P PNu
に対して，

tEG : G P pPNqPu “ “枚挙作用素全体”

が成立する．このように，チューリング還元や枚挙還元は，NN や PNに対して pNNqP や pPNqP
が何らかの意味で作用していると考えることができる．

さて，これから考察するものは「計算不可能なものに満ち溢れた世界 NN,PNの事象を，計算
可能な道具 pNNqP, pPNqP を用いて分析する」ことを目的とする理論である．チューリング次数
や枚挙次数の理論がその代表例であるが，この観点は，計算可能性理論，計算可能性解析学，記述

集合論など様々な分野に遍在する考え方である．部分結合子代数の文脈では，これは相対部分結

合子代数として定式化される．

定義 4.15. 相対部分結合子代数 (relative partial combinatory algebra)とは，2項演算とコン

ビネータ k, sを共有する部分組合せ代数の対M “ pM
r

;Mqで，k, s P M ĎM
r

かつ，以下を満

たすものである．
a, b P M and a ¨ b ÓPM

r

ùñ a ¨ b P M.

このとき，M
r

上の部分関数 f :ĎM
r

ÑM
r

がM-実現可能 (M-realizable)であるとは，以下

を満たすことである．

pDe PM
r

qp@a P defpfqq re ¨ a Ó, and e ¨ a “ fpaqs.

e P Mとして取れる場合，f はM-計算可能 (M-computable)であるという．

相対部分結合子代数の概念を説明すると，我々は計算可能なものと計算不可能なものが混在す

る世界に住んでいるものと考えよう．M
r

がそのような世界を表し，Mはそのうちの計算可能なも

のだけを取り出したものである．これはたとえば，記述集合論やその周辺分野における基本概念

である，太字 (boldface)と細字 (lightface)の点類と類似の発想である．つまり，細字点類 Γとそ

の相対化である太字点類 Γ
r

との対 pΓ
r

,Γqのようなものであり，実現可能関数と計算可能関数は，

Γ
r

-可測関数と Γ-再帰関数に対応する．

例 4.16. K1 をクリーネ第 1代数 (例 2.23)とすると，K1 “ pK1,K1qは相対部分結合子代数であ

る．このとき，K1-実現可能関数および K1-計算可能関数とは，N上の部分計算可能関数である．

例 4.17. 第 4.2 節のクリーネ第 2 代数 K
r

2 とその計算可能化 K2 について，K2 “ pK
r

2,K2q は

相対部分結合子代数をなす．このとき，K2-実現可能関数および K2-計算可能関数とは，それぞれ

NN 上の部分連続関数および部分計算可能関数である．

例 4.18. 第 4.3節のスコットのグラフモデルG
r

とその計算可能化 Gについて，G “ pG
r

,Gqは

相対部分結合子代数をなす．このとき，G-実現可能関数および G-計算可能関数とは，それぞれ

PN上の連続関数および枚挙作用素である．
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任意の部分結合子代数M は，例 4.16のようにM “ pM,Mqと同一視することによって，相対

部分結合子代数であるとみなせる．そのような相対部分結合子代数，つまりM
r

“ Mであるよう

な相対部分結合子代数 pM
r

,Mqはフル (full)であるという．たとえば，K1 はフルだが，K2 と G
はフルではない．

さて，相対部分結合子代数が与えられたとき，その元の間のチューリング還元あるいはチュー

リング次数の類似物を常に導入できる．

定義 4.19. 相対部分結合子代数M “ pM
r

,Mq が与えられているとする．a, b P M
r

について，

ある部分M-計算可能関数 f :ĎM
r

ÑM
r

が存在して，fpbq “ aとなるとき，aは bから相対的

M-計算可能 (relatively M-computable)であると言い，a ďM bと書く．つまり，

a ďM b ðñ pDe P Mq e ¨ b Ó“ a

によって定義する．

演習問題 4.20. 例 4.17の相対第 2代数 K2 における相対的計算可能性 ďK2 は定義 4.12のチューリング還

元 ďT と同値であり，例 4.18 の相対グラフモデル G における相対的計算可能性 ďG は定義 4.14 の枚挙還

元 ďe と同値であることを示せ．
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実現可能性と高階関数空間

§ 1. クリーネ実現可能性
本節では論理式の正しさを計算可能性によって保証することを試みるクリーネ実現可能性

(Kleene realizability)について議論する．ここで正しさの保証というものは，たとえば A_B が

真ならば，どちらが正しいかの証拠を持ってくることを要求するものである．たとえば，RHを現

代数学における最大の未解決問題のひとつであるリーマン予想を表すものとする．われわれは普

段，古典論理を用いているから，特に排中律より，リーマン予想は正しいか正しくないかのいず

れかである，つまり RH _ ␣RHである．しかし，RHと ␣RHのどちらが正しいかを断言するこ

とは，リーマン予想を解決することと同等である．また，もしリーマン予想が ZFC集合論から独

立であったとしたら，状況はますますややこしくなりそうである．つまるところ，A_ B の正し

さの証拠を見つけてくるというのは，単に A_B が正しいと主張することより難しそうである．

この正しさの保証のアイデアの源流は，直観主義論理のブラウワー-ハイティング-コルモゴロフ

解釈 (Brower-Heyting-Kolmogorov interpretation) あるいは略して BHK 解釈と呼ばれるもの

である．BHK解釈のアイデアは，以下のように帰納的に説明できる．

1. Aが原始論理式ならば，Aの証拠とは Aの証明である．

2. A^B の証拠とは，Aの証拠と B の証拠の対である．

3. A _ B の証拠とは，どちらの式が正しいかの言及 i と，正しい側の式の証拠 p の対 xi, py

である．より正確には，i “ 0ならば pは Aの証拠であり，i “ 1ならば pは B の証拠で

ある．

4. A Ñ B の証拠とは，次を満たす関数 f である．もし xが Aの証拠ならば，fpxqは B の

証拠である．

5. DxApxqの証拠とは，対 xa, pyである．ここで，pは Apaqの証拠である．

6. @xApxqの証拠とは，次を満たす関数 f である．量化領域内の任意の xについて，fpxqは

Apxqの証拠である．

実際には，上記項目内の関数のクラスをある程度制限するのが標準的である．クリーネ実現可

能性においては，部分計算可能関数 f のみを考え，より一般の実現可能性では，固定した部分結
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合子代数による実現可能関数を考える．

しかし，古典論理における真理をすべて計算可能性によって保証できるわけではない．そこで，

どのような論理式についての真理であれば計算可能性によって保証できるかを調査したい．ク

リーネ実現可能性のアイデアは，部分結合子代数M が与えられたとき，各文について PpMq-値
の真理値を割り当てることと考えることもできる．まず示すことは，ハイティング算術によって

証明可能な式は，部分結合子代数によって正しさを保証できる，ということである．

形式的には，まずは命題論理式に対しては，実現可能性は次のように定義される．

定義 1.1. 部分結合子代数M が与えられているとする．各論理式 Aについて，||A||を以下の

ように帰納的に定義する．

1. ||J|| “M かつ ||K|| “ Hと定義する．

2. ||A0 ^A1|| “ ||A0|| ˆ ||A1|| :“ txp, qy : p P ||A0|| and q P ||A1||u.

3. ||A0 _A1|| “ ||A0|| \ ||A1|| :“ txi, py : p P ||Ai||u.

4. ||AÑ B|| :“ tp PM : p@x PMq rx P ||A|| ùñ px ÓP ||B||su.

以後，a P ||A|| をしばしば “a r A” と略記し，元 a は式 A を実現する (a realizes A) と

読む．

ここから扱う論理は，古典論理の一般化である非古典論理である．ひとびとが，線形な現象だ

けでなく非線形な現象も研究するように，あるいは可換から非可換なものへ数学の興味が移ろっ

ていくように，論理もまた古典から非古典へと拡張された．特にコンピュータの時代が訪れると，

非古典論理的な現象が随所に現れることが発見される．

1.1. 直観主義命題論理の実現

ハイティング算術を説明するために，まずは直観主義命題論理の体系を導入しよう．本稿では，

ゲンツェンによる自然演繹 (natural deduction)の体系と実質的に同値な体系を採用する．

論理式の有限列 Γに対して，「Γに属す式が全て成立すると仮定すれば，式 φを証明できる」あ

るいは「公理系 Γの下で φが証明可能である」を意味する記号 Γ $ φを帰納的に定義しよう．

定義 1.2. 各 A P Γについて，Γ $ Aが成立する．また，次の推論規則が成立する．

Γ $ K
Γ $ A

つづいて，命題論理記号Ñ,^,_に対する推論規則を定義する．自然演繹では，各論理記号に

対して，それぞれ導入規則 (I)と除去規則 (E)という 2つの推論規則が以下のように割り当てら

れる．
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定義 1.3. 各命題論理記号に対して，以下のように 2つずつ推論規則を割り当てる．

Γ, A $ B

Γ $ AÑ B
(Ñ I)

Γ $ AÑ B Γ $ A
Γ $ B

(Ñ E)

Γ $ A Γ $ B
Γ $ A^B

(^I)
Γ $ A0 ^A1

Γ $ Ai
(^E)

Γ $ Ai

Γ $ A0 _A1
(_I)

Γ $ A_B Γ, A $ C Γ, B $ C

Γ $ C
(_E)

ここで，たとえばÑの除去規則 (Ñ E)は三段論法 (modus ponens)として知られるものであ

る．まずは命題論理式に関する実現可能性について証明してみよう．

さて，先に述べたように Γ $ Aの「意図」とは，「Γに属す式をすべて仮定すれば，Aが成立

する」というものであった．つまり，Γ “ D0, D1, . . . Dn とすれば，D0, D1, . . . , Dn $ Aの「意

図」とは
Ź

iďnDi Ñ Aである．この「意図」の下で，実現の定義 1.1を拡張しよう．以後，部分

結合子代数M の元 pが Γ $ Aを実現するとは，pが
Ź

iďnDi Ñ Aを実現することを意味する．

つまり，もし xが
Ź

iďnDi を実現するならば pxが Aを実現することである：

p r D0, D1, . . . , Dn $ A ðñ @x

˜

x r
ľ

iďn

Di ùñ px r A

¸

.

ただし，一般に，Γ と A は命題変数を含みうる．出現する命題変数 v̄ “ v0, v1, . . . , vj を明示

的に書くと，Γpv̄q $ Apv̄q のように表される．この命題変数列 v̄ に対する付値 (evaluation) と

は，Jと Kからなる列 b̄ “ b0, b1, . . . , bj を意味する．ここで，記号 J,Kは，部分結合子代数の

元 true, false P Mとも同一視される．

いま，Mの項 tが命題論理式 Γpv̄q $ Apv̄qを実現するということを次によって定義する：命題

変数列 v̄ に対する任意の付値 b̄に対して，tpb̄qが Γpb̄q $ Apb̄qを実現する，つまり，

tpv̄q r Γpv̄q $ Apv̄q ðñ p@b̄qp@xq
´

x r
ľ

Γpb̄q ùñ tpb̄qx r Apb̄q
¯

.

このとき，tpv̄q r Γpv̄q $ Apv̄qと書く．この定義の下で，各推論規則が実現可能であることを

示そう．これが意味することは，各推論規則の上式がM 上の項 spv̄qによって実現されるならば，

下式もある項 tpv̄qによって実現されるということである．ただし，各推論は付値とは無関係なの

で，命題変数を含まない（あるいは既に付値が与えられた）命題論理式に対してのみ議論しても

一般性を失わない．この仮定の下で，上で導入した直観主義命題論理の公理と推論規則はいずれ

も計算論的に妥当である，ということが以下によって示される．
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定理 1.4. M を部分結合子代数とする．定義 1.2と 1.3の推論規則はM で実現可能である．

Proof. まず，矛盾に関する規則について，矛盾を実現する元は存在しないから，上式は決して実

現されない．

次に，Ñの導入規則は λ抽象に，除去規則は適用に対応する．議論の単純化のために Γはひと

つの論理式 D からなると仮定する．まず，Ñの除去規則 (Ñ E)については，以下を得る．

f r D $ AÑ B

a r D ùñ fa r AÑ B

a r D and z r A ùñ faz r B
x r D $ A

a r D ùñ xa r A

a r D ùñ fapxaq r B

sfx ” Λa.fapxaq r D $ B

次にÑの導入規則 (Ñ I)の意味を考えると，カリー化 curry : rpDˆAq Ñ Bs » rD Ñ pAÑ

Bqsに対応するが，これは以下のように λ-抽象によって実現できる．

p r D,A $ B

p r D ^AÑ B

x r D ^A ùñ px r B

y r D and z r A ùñ pxy, zy r B

y r D ùñ Λz.pxy, zy r AÑ B

Λy.Λz.pxy, zy r D Ñ pAÑ Bq

curryppq :“ Λy.Λz.pxy, zy r D $ AÑ B

つづいて，^の推論規則は直積に対応する．

a r D $ A
x r D ùñ ax r A

b r D $ B
x r D ùñ bx r B

x r D ùñ xax, bxy r A^B

Λx.xax, bxy r D $ A^B

c r D $ A0 ^A1

x r D ùñ cx r A0 ^A1

x r D ùñ πipcxq r D $ Ai

Λx.πipcxq r D $ Ai

最後に，_の推論規則は余積に対応する．

c r D $ Ai

x r D ùñ cx r Ai

x r D ùñ xi, cxy r A0 _A1

Λx.xi, cxy r D $ A0 _A1
(_I)

_の除去規則について，まずは議論の本質を明確にするために Γは省略する．

p r A_B
s r A $ C

x r A ùñ sx r C
t r B $ C

x r B ùñ tx r C

rs, tsp :“ if π0p iszero then spπ1pq else tpπ1pq r C
(_E)

一応，_の除去規則 (_E)の実現について説明すると，pは A_B を実現しているので，π0p “ 0

の場合は，π1p r Aである．よって，x “ π1pを考えれば，sx “ spπ1pq r C を得る．同様に，
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π0p ­“ 0の場合は，π1p r B であるから，x “ π1pを考えれば，tx “ tpπ1pq r C を得る．ま

た，最後の条件分岐による式が長く煩雑なので，以下のような略記をしばしば用いる．

rs, ts :“ Λp.if π0p iszero then spπ1pq else tpπ1pq.

Γが空でない場合，_の除去規則 (_E)の実現は，一旦Ñの導入規則 (Ñ I)を経由すると多

少，楽になる．つまり，p, s, tが (_E)の上式を実現している場合，(Ñ I)の実現の議論から，s

と tを s̃ “ Λyz.sxy, zyと t̃ “ Λyz.txy, zyに置き換えると，以下が成立する．

p r D $ A_B

a r D ùñ pa r A_B

s r D,A $ C

s̃ r D $ AÑ C
a r D ùñ s̃a r AÑ C

t r D,B $ C

t̃ r D $ B Ñ C

a r D ùñ t̃a r B Ñ C

したがって，a r D が与えられているとき，以下が成立する．

pa r A_B
s̃a r AÑ C

x r A ùñ s̃ax r C

t̃a r B Ñ C

x r B ùñ t̃ax r C

rs̃, t̃spa “ if π0ppaq iszero then s̃apπ1ppaqq else t̃apπ1ppaqq r C

以上より，Λa.rs, tspaが D $ C を実現することが示された．

ちなみに自然演繹とラムダ計算の対応（カリー-ハワード同型対応）のようなものを経由して，

実現可能性を示したが，ヒルベルト式の論理体系の方が結合子論理と明示的な対応がある．

1.2. 直観主義述語論理の実現

述語論理の式の実現可能性を定義する前に，述語論理の意味論について復習する必要がある．

命題論理では命題変数の解釈，つまり各変数への真偽の割り当てに基づいて意味論を与えた．一

方で，述語論理において変数は量化記号 @および Dによって束縛される．通常，述語論理の意味

論においては，まず量化範囲を指定する領域 U が与えられる．つまり，@は「U に属す任意の…」

と解釈され，Dは「U の中に存在する」と解釈される．しかし，現時点では，とりあえずは細かい

ことは気にせず，部分結合子代数M が与えられており，領域は U “M を考えることにしよう．

定義 1.5. 部分結合子代数M が与えられているとする．各論理式 Aについて，||A||を以下の

ように帰納的に定義する．

• ||@xApxq|| “
ś

x ||Apxq|| :“ tp PM : p@x PMq px ÓP ||Apxq||u.

• ||DxApxq|| “
š

x ||Apxq|| :“ txt, py : p P ||Aptq||u.

以前と同様に，p P ||A||であるとき，pは Aを実現すると言い，p r Aと書く．

つづいて，量化記号 @, Dに対する導入規則を導入しよう．命題論理に対する推論規則と同様に，

自然演繹では，各論理記号に対して，それぞれ導入規則 (I)と除去規則 (E)という 2つの推論規

則が以下のように割り当てられる．
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定義 1.6. 各量化記号に対して，以下のように 2つずつ推論規則を割り当てる．

Γpv̄q $ Apz, v̄q

Γpv̄q $ @xApx, v̄q
(@I)

Γpu, v̄q $ @xApx, v̄q

Γpu, v̄q $ Apu, v̄q
(@E)

Γpu, v̄q $ Apu, v̄q

Γpu, v̄q $ DxApx, v̄q
(DI)

Γpv̄q $ DxApx, v̄q Γpv̄q, Apz, v̄q $ Bpv̄q

Γpv̄q $ Bpv̄q
(DE)

ここで，規則 (@I)と (DE)の中に現れる変数 z は変数条件を満たす，つまり，この推論規則内

では，A以外の論理式には現れない変数である．

命題論理の場合と同様に，述語論理においても，Γ $ Aの「意図」とは，「Γに属す式をすべて

仮定すれば，Aが成立する」というものである．一般に，Γと Aは自由変数を持つかもしれない．

出現する変数記号を明示的に書くと，Γpv̄q $ Apv̄qと表される．その意味を考えるとき，各変数 v

は領域M 内の元として解釈される．そして，Γpv̄q $ Apv̄qが意味論的に正しいということは，各

変数 vi をいかなる元 ai P M として解釈しても，Γpāq $ Apāqが正しいということである．つま

り，Γ “ D0, D1, . . . Dnとすれば，D0, D1, . . . , Dn $ Aの「意図」とは p@āq
Ź

iďnDipāq Ñ Apāq

である．この「意図」の下で，実現の定義 1.1と 1.5を拡張しよう．以後，部分結合子代数M の

元 pが Γpv̄q $ Apv̄qを実現するとは，pが p@āq
Ź

Γpāq Ñ Apāqを実現することを意味する．

結合子完全性より，M の元 pを用いる代わりに，M 上の項 tを用いても変わりはない．した

がって，以後は簡便性のため，しばしば，項 tpv̄qが Γpv̄q $ Apv̄qを実現する，とも言うことにす

る．これはつまり，以下を意味する．

tpv̄q r Γpv̄q $ Apv̄q ðñ @ā@x
´

x r
ľ

Γpāq ùñ tpāqx r Apāq
¯

.

この定義の下で，各推論規則が実現可能であることを示そう．これが意味することは，各推論

規則の上式がM 上の項 spu, v⃗qによって実現されるならば，下式もある項 tpu, v⃗qによって実現さ

れるということである．

さて，上で導入した直観主義命題論理の公理と推論規則はいずれも計算論的に妥当である，と

いうことは以下によって示される．

定理 1.7. M を部分結合子代数とする．定義 1.6の推論規則はM で実現可能である．

Proof. まず，(DI)と (@E)の推論規則の実現について，Γが空でない場合を考えても，記号が煩

雑になるだけで証明は本質的に変わらないので，Γ “ Hであると仮定する．Γが空でない場合に

ついては，読者の演習問題とする．特に変数条件のない (DI)と (@E)については，以下のように
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容易に実現できる．

tpu, v̄q r Apu, v̄q

xu, tpu, v̄qy r DxApx, v̄q
(DI)

tpv̄q r @xApx, v̄q

tpv̄qu r Apu, v̄q
(@E)

次に (@I) について，議論を明確にするために Γ “ B の場合を考えよう．いま，tpz, v̄q が

Bpv̄q $ Apz, v̄qを実現すると仮定する．このとき，変数 z に yを代入してみよう．変数条件から，

B は z を変数として含まない，つまり v̄ の中に z は含まれない．よって，文字通り z を y に置き

換えると，tpy, v̄qは Bpv̄q $ Apy, v̄qを実現する，と言い換えられる．以上をまとめると，

tpz, v̄q r Bpv̄q $ Apz, v̄q

tpy, v̄q r Bpv̄q $ Apy, v̄q
(変数条件より)

a r Bpv̄q ùñ tpy, v̄qa r Apy, v̄q

p@yq ra r Bpv̄q ùñ tpy, v̄qa r Apy, v̄qs
(y は任意なので)

a r Bpv̄q ùñ p@yq tpy, v̄qa r Apy, v̄q

a r Bpv̄q ùñ Λx.ptpx, v̄qaq r @xApx, v̄q

Λa.Λx.ptpx, v̄qaq r Bpv̄q $ @xApx, v̄q

最後に (DE)について議論する．簡単のために Γは省略する．先程の議論のように，もし tpz, v̄q

が Apz, v̄q $ Bpv̄qを実現すると仮定する．変数条件から v̄ の中には z は含まれないので，z に y

を代入すると，tpy, v̄q は式 Apy, v̄q $ Bpv̄q を実現する．これはどんな y についても成り立つか

ら，任意の y について tpy, v̄qは Apy, v̄q $ Bpv̄qを実現する．以上より，

spv̄q r DxApx, v̄q

π1pspv̄qq r Apπ0pspv̄qq, v̄q

tpz, v̄q r Apz, v̄q $ Bpv̄q

tpy, v̄q r Apy, v̄q $ Bpv̄q
(変数条件より)

a r Apy, v̄q ùñ tpy, v̄qa r Bpv̄q

tpπ0pspv̄qq, v̄qπ1pspv̄qq r Bpv̄q
(y は任意なので)

以上より，直観主義一階述語論理の推論規則は任意の部分結合子代数によって実現可能である

ことが示された．

実際，直観主義論理上の一階算術の体系であるハイティング算術 (Heyting arithmetic)を実現

可能である．ハイティング算術とは，離散全順序環の非負部の公理（四則演算および順序に関す

る公理）に数学的帰納法の公理図式を加えたものである．自然数の四則演算や順序に関する基本

的な公理が実現可能であることは自明なので，ここでは数学的帰納法が実現可能であることだけ

確認しよう．ここで，算術的論理式 Aに対する数学的帰納法 (mathematical induction)とは，以

下の式である．
Ap0q ^ @x pApxq Ñ Apx` 1qq Ñ @xApxq.

定理 1.8. 任意の部分結合子代数において，数学的帰納法は実現可能である．
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Proof. 数学的帰納法は，以下のように原始再帰法によって実現されることを示そう．

p r Ap0q q r @n pApnq Ñ Apn` 1qq

rec pq r @nApnq

ここで，recは命題 3.12で与えられた原始再帰作用素である．これを示すためには，任意の n P N
について rec pqn r Apnqを示せばよい．定義より，まず rec pq0 “ p r Ap0qである．帰納的

に，rec pqn r Apnqを仮定する．定義より，rec pqn` 1 “ qnprec pqnqであるが，以下に注目

する．
q r @n pApnq Ñ Apn` 1qq

qn r Apnq Ñ Apn` 1q

x r Apnq ùñ qnx r Apn` 1q

帰納的仮定より x “ rec pqn r Apnqであるから，qnx “ qnprec pqnq r Apn` 1qが成立す

る．よって，帰納法によって，任意の n P Nについて rec pqn r Apnqであることが示された．

つまり，rec pq r @nApnqである．

つづいて，選択公理 (axiom of choice)の実現可能性について議論しよう．選択公理は超越的な

原理の代表格として取り沙汰されることが多い．しかし，ここでは，選択公理が実は構成的な側

面を持つ，ということを示そう．さて，選択公理とは，次の式で与えられる主張である．

@xDyApx, yq Ñ Df@xApx, fpxqq.

このような関数 f は Aの選択関数と呼ばれる．選択公理は様々な同値な言い換えがある．たと

えば，Ax “ ty : Apx, yquとおけば，選択公理の前提は tAxux が要素を持つ集合の族であること

を述べ，選択公理の結論は f P
ś

xAx となる f の存在を意味する．つまり，選択公理は「空でな

い集合の族の直積は空でない」という主張であると言い表されることもある．

それでは，ある意味で，選択公理は計算的に正しい原理である，ということを証明しよう．

定理 1.9. 任意の部分結合子代数において，選択公理は実現可能である．

Proof. 実現可能性の文脈では，@xDyApx, yqの正当性を証明するためには，その証拠を持ってく

る必要がある．その証拠とは，入力 xに対して，ある y と Apx, yqの証拠を出力するアルゴリズ

ムである．このアルゴリズムは，明らかに Apx, yqを満たす関数 x ÞÑ y をひとつ選択する．より

厳密には，選択公理は以下のようにして実現される．

p r @xDyApx, yq

px r DyApx, yq

π1px r Apx, π0pxq

π1p r @xApx, pΛv.π0pvqxq

xΛv.π0pv, π1py r Df@xApx, fpxqq
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構成的解析学の大家であるエレット・ビショップ (Errett Bishop, 1928–1983)は，超越的な原

理を徹底的に拒絶したことで知られるが，選択公理についてはこう述べたという．

構成的数学において選択関数は存在する．選択とは，まさに存在というものの意味そのものから導か

れるためである．

これはそのまま定理 1.9の証明を述べている．つまり @xDyApx, yqが構成的に真ならば，その

ような存在の保証 f : x ÞÑ y は必ず構成されているはずであるが，この f は明らかに Aの選択関

数である，つまり，選択公理は構成的に真である．そういうわけで，部分結合子代数という記号

的世界上では，選択公理というものは常に成立する真理である．

しかし，たとえば構成的数学のある種の形式化においては，一般の数学的対象は，記号的世界の

商として得られる．記号上の選択関数を数学的対象（つまり商集合）上の選択関数に変えるため

には，同値類の代表元を取る必要があり，これは構成的には成し遂げられない．この意味で，外

延的 (extensional)な選択公理は構成的には偽であるが，内包的 (intensional)な選択公理は構成

的に真であると言われることがある．この詳細については次節以降で述べよう．

§ 2. 実現不可能な式
ここまでは様々な論理式の妥当性を計算によって保証できることを示してきた．それでは，ど

のような論理式は，計算によってその妥当性を保証できないだろうか．計算によって妥当性を保

証できない原理の代表例となるものが排中律 (law of excluded middle)である．これは，「Aであ

るか Aでないかのどちらかである」ということを述べる原理である．

定理 2.1. どんな部分結合子代数においても，排中律 A_␣Aは実現可能ではない．

Proof. 適当に a P Mを取り，Apvqを vv “ aという式としよう．このとき，pvv “ aq_ pvv ­“ aq

がクリーネ実現可能でない，つまり ||pvv “ aq _ pvv ­“ aq|| “ H ということを示せば十分であ

る．与えられた p P Mと x PM
r

に対して，もし p P ||pvv “ aq _ pvv ­“ aq||であったとしたら，

実現の定義より π0ppxq “ 0ならば xx “ aであり，π0ppxq “ 1ならば xx ­“ aであることに注意

する．あらかじめ，b ­“ aとなる b P Mを適当に取っておく．このとき，

q :“ Λx.if π0ppxq iszero then b else a

と定義すると，π0ppqq “ 0 のときは qq “ b ­“ a となり，π0ppxq “ 1 のときは qq “ a

となる．したがって，pq R ||pqq “ aq _ pqq ­“ aq|| となる．つまり，任意の p P M について

p R ||pvv “ aq _ pvv ­“ aq||が従う．よって ||pvv “ aq _ pvv ­“ aq|| “ Hが導かれる．

もし，Mが全域でない部分結合子代数であったならば，上の証明を適当に修正すれば，停止問
題 (halting problem)の決定不可能性を導くことができる．さらに，われわれが用いているものは

抽象的な部分結合子代数であるから，計算可能関数の代数ではなくとも，たとえば部分連続関数

の代数や部分 Π1
1-可測関数の代数においても，停止問題の決定不可能性の類似が成立する．
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命題 2.2 (一般停止問題の決定不可能性). M を全域でない部分結合子代数とする．このとき，
pvx Óq _ pvx Òqはクリーネ実現可能ではない．

Proof. 与えられた p P Mと x PM
r

に対して，もし p P ||pvv Óq _ pvv Òq||であったとしたら，実

現の定義より π0ppxq “ 0ならば xx Óであり，π0ppxq “ 1ならば xx Òであることに注意する．

あらかじめ，s Óかつ t Òとなる項 s, t P Mを適当に取っておく．このとき，

q :“ Λx.if π0ppxq iszero then t else s

と定義すると，π0ppqq “ 0のときは qq “ t Òとなり，π0ppqq “ 1のときは qq “ s Óとなる．し

たがって，pq R ||pqq Óq _ pqq Òq||となる．つまり，任意の p P Mについて p R ||pvv Óq _ pvv Òq||

が従う．よって ||pvv Óq _ pvv Òq|| “ Hが導かれる．

系 2.3 (チューリングの定理). プログラム v に xを入力した結果の計算が有限時間で出力を返す

か否かを判定する計算可能なアルゴリズムは存在しない．

Proof. クリーネ第一代数M “ K1 に対して，命題 2.2を適用せよ．

さて，定理 1.9で証明したものをスローガン的に言えば，「選択公理は構成的に正しい」という

ものである．そして，定理 2.1で証明したものをスローガン的に言えば，「排中律は構成的に偽で

ある」という感じであろうか．この 2つが，構成的数学あるいは計算的数学における 2つの代表

的な基本原理である．もうひとつ，構成的数学における有名な定理をこれから証明しよう．その

定理とは，スローガン的に言えば，「選択公理は排中律を導く」というものである．というわけで，

これらの構成的数学の基本定理を表す 3つのわかりやすいスローガンを並べてみよう．

「選択公理は構成的に正しい」「排中律は構成的に偽である」「選択公理は排中律を導く」

おや，どうやら，これらの 3つのスローガンを組み合わせると矛盾しているようである．一体

なぜだろうか……というと，簡単な話で，スローガン的な主張というものは，同じ言葉をほんの

ちょっと違う意味で用いていたり，前提条件が必要なのにそれを省略して書かれていたりするも

のである．とくに，数理論理学や数学基礎論では，矛盾が起きないギリギリの瀬戸際を攻めてい

る議論が多いので，少し前提を間違えたりすると簡単に矛盾が発生する．そういうわけで，文脈

の異なる複数のスローガンを組み合わせると，大体このように矛盾が起きるものである．つまる

ところ，正確な主張を知らないスローガンを丸暗記しても仕方がないので，正確な主張を知るつ

もりがなければ完全に忘却してしまった方がよい．そういうわけで，

「わかりやすいスローガンは基本的には正しくない」

という，わかりやすいスローガンをここに掲げておくことにする．

さて，それではトリックを説明しよう．定理 1.9で述べた形式化では，選択公理とは，要素を持
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つ集合の族 tAxuxPΛ の直積は要素を持つ，という主張であった：

˜

Df : ΛÑ
ď

xPΛ

Ax

¸

p@x P Λq fpxq P Ax. (2.1)

定理 1.9で示したように，もし Λが記号の集合ならば，この形式 (2.1)の選択公理は構成的に

正しいと考えてよさそうであった．ところで，選択公理には同値な形式化が多数ある．そのうち，

最も有名な形式のひとつは次のようなものである．要素を持つ集合の族 tAxuxPΛ に対して，次が

成立する．
˜

Df : tAxuxPΛ Ñ
ď

xPΛ

Ax

¸

p@x P Λq fpAxq P Ax. (2.2)

後者の形式 (2.2)の選択公理の方が論点が明確にわかりやすいので，これについて考察しよう．

前者では，選択関数 f はインデックス x毎に fpxq P Ax を選んでいたが，後者においては集合 Ax

毎に fpAxq P Ax を選んでいる．当然のことながら，f は関数なので，a “ bならば fpaq “ fpbq

でなければならない．ところで，たとえ x ­“ y であったとしても，たまたま Ax と Ay に属す要

素が等しいということは有り得る．すると，外延性公理 (axiom of extensionality)より，つまり

それは Ax “ Ay ということであるから，fpAxq “ fpAyqでなければならない．このような選択

公理と外延性公理の組合せを外延的な選択公理と呼ぶことにしよう．

この外延的な選択公理が超越的である理由は以下である．われわれは何か Ax と Ay を定義し，

それらが空でないことを保証したとしよう．つまり，我々は Ax と Ay から要素を取り出すことは

可能である．ただし，Ax と Ay に入っている要素が同じであるか否かはよく分からない．外延的

な選択公理が要求することは，もし偶然 Ax と Ay の要素が一致しているとしたら，それらから取

り出す要素は同じでなければならない．

こう説明すると，計算論的には少し妙な気持ちを覚える選択公理であるが，これが最も標準的

な選択公理の形式化であるから仕方がない．たとえば，同値関係が与えられたとき，各同値類か

ら代表元を取り出す際などには，この形式の選択公理が用いられる．1975 年，ディアコネスク

(Radu Diaconescu)は，外延性公理を含む構成的集合論の体系 CZFにおいては，選択公理が排中

律を導くことを証明した．CZFについては本講義のスコープを逸脱するので，少し仮定を曖昧に

して，外延的な選択公理から排中律を導く方法を述べることにする．

定理 2.4 (ディアコネスクの定理). 外延性公理と選択公理を組み合わせると排中律を導く．

Proof. 閉論理式 Aに対して，A_␣Aを証明しよう．いま，i P t0, 1uについて，

Ei “ tx P t0, 1u : A_ px “ iqu

と定義する．明らかに i P Ei なので，各 Ei から要素を取り出せる．よって，選択公理 (2.2)から

選択関数 fpEiq P Ei を得る．ここで，E0 “ E1 ならば fpE0q “ fpE1qである．
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まず，fpEiq P Ei Ď t0, 1uであるから，自明に fpEiq “ 0または fpEiq “ 1が成立している．

特に fpE0q “ fpE1qまたは fpE0q ­“ fpE1qである．次の主張を示す．

fpE0q “ fpE1q Ñ A,

fpE0q ­“ fpE1q Ñ ␣A.

どちらかの i P t0, 1uについて fpEiq ­“ iの場合は，明らかに Aが成立していなければならな

い．特に，上の主張の一行目が成立する．残るパターンは，fpE0q ­“ fpE1qの場合である．この

とき，␣A, つまり AÑ Kが成立していることを示す．もし前提の Aが成立しているならば，外

延性公理より E0 “ E1 “ t0, 1uである．すると fpE0q “ fpE1qであるから，仮定より矛盾 Kが

導かれた．つまり，␣A ” AÑ Kが成立する．

以上より，いずれのパターンでも Aまたは ␣Aが成り立つことが示された．したがって，排中

律 A_␣Aが成立する．

念のため注意しておくと，形式 (2.1)の選択公理についても同様の議論が通じる．数学的対象は

記号的世界の商（あるいは記号的世界M 上の同値関係 E）として表されるので，インデックスの

集合が商集合 Λ “ M{E の形（たとえば，Λ “ tAxuxPI のようなもの）ということもあり得る．

このような Λに対する選択公理 (2.1)は，外延性公理と組み合わせると，同値関係 E に従う外延

的な選択関数を生み出すが，これは一般的には構成的には成し遂げられない．ただし，インデッ

クスの集合 Λが記号的世界であれば，外延性公理の有無に関わらず，定理 1.9のように選択公理

(2.1)は構成的に真と考えてもよかった．これはインデックスの集合 Λが記号的世界であっても，

外延性を要求すると非構成的な，選択公理 (2.2)とは対照的である．

余談であるが，外延性の例としてよく取り上げられるものとして，「明けの明星」と「宵の明星」

がある．「明けの明星」と「宵の明星」は，結果的には「金星」という同じ対象を指すことが分かっ

たが，人類は初めからそう考えていたわけではない．歴史のある段階で，「明けの明星」と「宵の

明星」が同一の惑星を指していることが認識されたのである．このように「明けの明星」と「宵の

明星」は別の名が与えられたものの同値性が既に証明された例であるが，その他に，違う名を与

えているが我々は未だ同じものか否か知らないものが無数にある．たとえば，Pという名の与え

られたものと NPという名の与えられたものが等しいか否か，我々は未だ知らず，これは P
?
“ NP

予想と呼ばれる．このように「違う呼び名」で「同じ対象」を指しているかもしれないという可能

性を考慮しなければならないとき，構成的には様々な困難が起こり得るのである．

2.1. マッカーティ実現可能性 ‹

論理式の正しさの保証するという試みにおいて，あくまで各記号をどう理解するかには色々な

方法があり，その考え方毎に実現可能性がある．前節までではクリーネ実現可能性を紹介したが，

他にもクライゼルによる修正実現可能性 (modified realizability) など幾多の実現可能性がある．

集合記号 Pと等号記号 “を外延的に解釈する実現可能性，つまり外延性公理を正しいものとして

解釈する実現概念のうちひとつは，マッカーティ実現可能性 (McCarty realizability)として知ら

れる．
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まず，部分結合子代数M において，M-集合という概念を再帰的に定義する．M -集合とは，以

下の条件を満たす任意の集合 x
9
である．

x
9
Ď txu

9
, py : u

9
はM -集合 かつ p PMu.

ここでM -集合は一般的にはM の元ではないので，区別するために x
9
のような記法を用いてい

る．文脈から明らかな場合は，しばしばドット記号は省略する．

さて，M -集合全体のなすクラスを V pMq と書くことにしよう．集合論の強制法 (forcing) を

知っている人には，これは P-名 (P-name) のようなものだと思ってもよい．強制半順序 P から
ブール値モデルを得られるように，部分結合子代数M による実現可能性からはハイティング値モ

デルを得られる．たとえば，クリーネ実現可能性では，各 ||A|| P PpMqを論理式 Aの “真理値”

と考えていたが，実際に PpMq上にハイティング代数の構造が入っていることを確認できる．以
後，xu

9
, py P x

9
であることを，しばしば p P ||u

9
P
9
x
9
||であるとか p r u

9
P
9
x
9
と書く．厳密には P

9

は本物の要素関係 Pとは異なるものであるから，以後も P
9
と Pを区別していることについては注

意する．

豆知識. マッカーティ自身はM -集合をポアンカレ的集合 (Poincaré set)としても説明している．フランス

の数学者ポアンカレは，数学から超越性を排除しようと試み，その思想はフランス経験主義あるいは前直観

主義 (pre-intuitionism)として知られる．ポアンカレが述べたことは，集合X というものは構成的に記述さ

れているべきで，それはつまり，領域内の各 uについて u P X を証明する証拠 pを必ず伴っているというこ

とである．このポアンカレのアイデアは，マッカーティのM -集合の定義と全く等しい．

さて，クリーネ実現可能性においては，@xApxqの証拠として，任意の xについて pxが Apxq

の証拠となるような pを考えていた．しかし，マッカーティ実現可能性は集合を対象とし，x PM

ではなく x
9
P V pMq を考える必要がある．ところが，M 上の部分マグマ演算はM -集合に対して

は定義されていないため，このとき px
9
という記法は意味をなさない．実際，集合という概念を考

えるにあたって重要なものは外延性であるから，Apxqの証拠が xの名前 x
9
に依存するのは好ま

しくない．つまり，Apxqの証拠は xの外延のみに依存すべきである．

いま，M -集合 x
9
, y

9

P V pMq が与えられているとき，マッカーティ実現可能性における x
9
P y

9

,

x
9
Ď y

9

, x
9
“ y

9

の “真理値”は次によって与えられる．

||x
9
P y

9

|| “ txp, qy PM : pDv
9
q rp P ||v

9
P
9
y
9

|| ^ q P ||x
9
“ v

9
||su .

||x
9
Ď y

9

|| “ tp PM : p@u
9
, qq rq P ||u

9
P
9
x
9
|| Ñ pq P ||u

9
P y

9

||su .

||x
9
“ y

9

|| “ ||px
9
Ď y

9

q ^ py
9

Ď x
9
q|| “ ||x

9
Ď y

9

|| ˆ ||y
9

Ď x
9
||.

つまり，記号 x
9
P y

9

は「x
9
は y

9

のある元 v
9
と外延的に等しい」と解釈し，記号 x

9
Ď y

9

は「x
9
の

任意の元 u
9
は y

9

の元と外延的に等しい」と解釈する．この解釈は，たとえば強制法のブール値モ

デルにおける要素関係および等号の解釈の方法とほとんど同じである．

それ以外の論理式について，集合量化以外については，クリーネ実現可能性と全く同じように

定義する．集合量化については，上で述べたようにM 上の部分マグマ演算はM -集合に対しては
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定義されていないから，以下のように修正を加える．

||Dx P a
9
Apxq|| “ txp, qy : pDx

9
q rp P ||x

9
P
9
a
9
|| ^ q P ||Apx

9
q||su

||@x P a
9
Apxq|| “ tp : p@x

9
, qq rq P ||x

9
P
9
a
9
|| Ñ pq P ||Apx

9
q||su

||DxApxq|| “ tp : pDx
9
q p P ||Apx

9
q||u

||@xApxq|| “ tp : p@x
9
q p P ||Apx

9
q||u

これがマッカーティ実現可能性の定義である．クリーネ実現可能性と同じように，p P ||A||の

ことを p r Aと書く．これを強制法の類似物として，p , Aと書く流儀もある．

マッカーティ実現によって，直観主義集合論の公理系 IZFを実現できると知られている．いく

つか集合の構成の例を挙げると，たとえば集合論の公理系では，集合族 S が与えられたとき和集
合

Ť

S “ ty : pDX P Sq y P Xuを構成される操作が認められている．実現の文脈では，あくまで
M -集合 S の和M -集合 Y

9
S を構成することによって，和集合公理を実現することとなる．具体的

には，次のように定義される．

xa, by r y P
9
Y
9
S ðñ DX ra r X P

9
S & b r y P

9
Xs.

これによって和集合公理を実現可能であることを示すのは，難しくはないが，かなり面倒な単

純作業である．さて，和集合公理などは元々それなりには構成的な公理であるから，それを計算

的に実現できることは驚くに値しないかもしれない．しかし，べき集合公理 (powerset axiom)も

計算的に実現できるとなると，それはかなり非自明なことである．べき集合公理とは，与えられ

た集合のべき集合（部分集合全体の集合）の存在を認める公理である．

まず，通常のフォン・ノイマン宇宙 V の累積的階層 pVαqαPOrd を思い出そう．これは空集

合 V0 “ H から始まり，べき集合操作を積み重ねて集合論的宇宙を得る構成である．つまり，

Vα`1 “ PpVαqとして定義し，さらに極限順序数 αについては
Ť

βăα Vβ とする．M -集合の宇宙

も同様の方法によって累積的階層 pV pMq
α qαPOrd をなす．階数 α以下のM -集合 A P V

pMq
α が与え

られたとき，階数 αにおける AのべきM -集合 Pα
9
pAqの概念を用いることによって，べき集合

公理を実現する．

q r B P
9
Pα

9
pAq ðñ rB P V pMq

α & q r @x px P B Ñ x P Aqs.

つまり，階数 α以下のM -集合 B 毎に，B が Aの部分集合であることの証拠 q を付随させた

対 xB, qy全体である．もうひとつ，分出公理 (separation axiom)についても触れておこう．これ

は，集合 aと論理式 Aが与えられたら，集合 tx P a : Apxquを構成できるという公理である．こ

れを実現するためには，M -集合 aと論理式 Aに対して，次の集合 a|A を構成する．

xp, qy r x P
9
a|A ðñ rp r x P

9
a & q r Apxqs.

つまり，xが集合 tz P a : Apzquに属すと主張するためには，x P
9
aの証拠 pと Apxqの証拠 q

を用意する必要がある，ということである．

注意. 通常の集合論においては，たとえば分出公理を用いれば，txp, ny P N : ttpuupnq Óuのような Nの部分
集合を得ることができ，停止問題の決定不可能性より，その特性関数は計算不可能である．一方，分出公理
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を実現するという文脈では，論理式の正しさの証拠を持ってくる必要があるが，上記の集合の場合には，そ

れは計算の停止性の証拠である．つまり，少なくともプログラム p, 入力 n, 計算 ttpuupnqが停止するまでの

ステップ数 s の情報を持つ．ところで，そのような 3 つ組 xp, n, sy 全体の集合の特性関数は計算可能であ

る．したがって，計算の停止性に分出公理を適用して停止性集合を作り上げたとしても，実現の文脈では，

それは計算不可能な集合の存在を導かない．

さて，他にも集合論には多数の公理があるが，おおよそのアイデアは掴めたであろうから，残

りの公理の実現のアイデアについては省略することにする．

さて，マッカーティ実現を利用することで，集合に言及する様々な式の実現を厳密に議論する

ことができるようになる．たとえば，上では曖昧な仮定の下でディアコネスクの定理の証明のス

ケッチを書いたが，マッカーティ実現可能性を用いれば，ディアコネスクの定理を実現可能であ

る，ということを数学的に厳密な意味で証明することができる．より正確には，「外延性公理」が

マッカーティ実現可能であり，さらに「選択公理は排中律を導く」もマッカーティ実現可能とな

る．しかし，マッカーティ実現可能性では，Pや “などの解釈が複雑であるため，実現を具体的

に書き下すためにはかなりの労力が必要である．つまり，原理的にはディアコネスクの定理の実

現を作れるとはいえど，実際に実現を書き下すのは容易ではない．

§ 3. 論理式から型構造そして空間へ
部分結合子代数M が与えられたとき，任意の p PM は，ttpuupxq “ pxによって定義されるM

上の部分関数 ttpuu :ĎM ÑM と同一視できる．すると，pが A $ B を実現しているということ

は，これが ||A||から ||B||への関数 ttpuu : ||A|| Ñ ||B||を与えている，ということである：

p r A $ B „ ttpuu : ||A|| Ñ ||B||

いま，||A||と ||B||はあくまで関数の始域と終域なのであるから，論理式というよりも空間ある

いは型であると考えることにする．空間として見ると，たとえば論理結合子 ^は直積に対応して

いた，つまり ||A^B|| “ ||A|| ˆ ||B||であった．論理結合子 ^に対する導入規則の実現を空間

的に見ると，以下のようになる．

a r D $ A b r D $ B

λx.xax, bxy r D $ A^B
(^I)

f : ||D|| Ñ ||A|| g : ||D|| Ñ ||B||

xf, gy : ||D|| Ñ ||AˆB||
(^I)

ここで，関数 f, g に対して，xf, gy を xf, gypxq “ xfpxq, gpxqy によって定義している．同様に，

論理結合子 ^に対する除去規則の実現を空間的に見ると，以下のようになる．

c r D $ A0 ^A1

λx.πipcxq r D $ Ai
(^E)

h : ||D|| Ñ ||A0|| ˆ ||A1||

ttπiuu ˝ h : ||D|| Ñ ||Ai||
(^E)

また，具体的に作った実現子の性質から，図式的に表すと以下のようになっている．

||D||

f

vvmmm
mmm

mmm
mmm

mmm
m

xf,gy

��

g

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQ

||A|| ||A|| ˆ ||B||
ttπ0uu

oo
ttπ1uu

// ||B||
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つづいて，論理結合子 _は余積に対応していた，つまり ||A^B|| “ ||A|| \ ||B||であった．論

理結合子 _に対する導入規則の実現を空間的に見ると，以下のようになる．

c r D $ Aj

Λx.xj, cxy r D $ A0 _A1
(_I)

h : ||D|| Ñ ||Aj ||

ιj ˝ h : ||D|| Ñ ||A0|| \ ||A1||
(_I)

ここで，ιjpxq “ xj, xyとして定義している．同様に，論理結合子 _に対する除去規則の実現を思

い出そう．
p r A_B s r A $ C t r B $ C

rs, tsp r C
(_E)

上式の p r A_ B を下式に移動すると，下式は rs, ts “ Λp.rs, tsp r A_ B Ñ C となる．こ

の実現と，それを空間的に見たものを並べてみよう．

s r A $ C t r B $ C

rs, ts r A_B Ñ C

f : ||A|| Ñ ||C|| g : ||B|| Ñ ||C||

rf, gs : ||A|| \ ||B|| Ñ ||C||

先程と同様に，具体的に作った実現子の性質から，図式的に表すと以下のようになっている．

||C||

||A||
ι0

//

f

66mmmmmmmmmmmmmmmm
||A|| \ ||B||

rf,gs

OO

||B||
ι1

oo

g

hhQQQQQQQQQQQQQQQQ

つづいて，論理式Ñは関数空間に対応していた．つまり，

||AÑ B|| “ ||B||||A|| :“ tp PM : p@x P ||A||q px ÓP ||B||u.

ところで，Ñの導入規則について，Γが空の場合には次を得る．

f r AÑ B x r A

fx r B
(Ñ I)

しかし，これを利用すると，明らかに次の式のような実現を得られる：

xf, xy r pAÑ Bq ^A ùñ fx r B

p r pAÑ Bq ^A ùñ π0ppπ1pq r B

ε :“ Λp.π0ppπ1pq r AÑ B,A $ B

最下式に注目すると，これは以下のような空間上の関数を表す：

eval : ||B||||A|| ˆ ||A|| Ñ ||B||.

ここで，evalpf, xq “ ttfuupxqとなることに注意する．最後に，Ñの除去規則の実現を空間的に見

れば，以下を得る．

p r D,A $ B

curryppq r D $ AÑ B

g : ||D|| ˆ ||A|| Ñ ||B||

currypgq : ||D|| Ñ ||B||||A||
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これもまた具体的に作った実現子の性質から，図式的に表すと以下のようになっている．

||D|| ˆ ||A||

currypgqˆid

��

g

))RRR
RRRR

RRRR
RRRR

R

||B||||A|| ˆ ||A||
eval

// ||B||

ところで，空間 ||A||と ||B||から関数空間 ||B||||A|| を作れたが，この関数空間構成は幾度でも

積み重ねられるので，高階の関数空間を作ることができる．関数空間構成を多重に行うとき，関

数空間を Y X と記述すると，縦に積み上がっていき，少々見づらくなってしまうので，以後は部

分結合子代数M で関数空間を構成しているということも明示し，以下の記法を用いる．

MpX Ñ Y q :“ tp PM : p@x P Xq px ÓP Y u.

たとえば，部分結合子代数M の中では，自然数N “ tn P M : n P Nuを作ることができた．こ
れを初期空間 HROM

0 として，たとえば，次のような高階関数空間を考えることができる．

HRO1 :“MpNÑ Nq “ tp PM : p@n P Nq pn ÓP Nu

HRO2 :“MpHRO1 Ñ Nq “ tp PM : p@q P HRO1q pq ÓP Nu

HRO3 :“MpHRO2 Ñ Nq “ tp PM : p@q P HRO2q pq ÓP Nu

つまり，M がクリーネの第一代数 K1 の場合には，まず HRO1 は自然数上の計算可能関数（の

コード）全体のなす空間である．ここで HRO1 “MpNÑ Nqと書かれているが，M の元によっ

て実現されるものは関数の極一部なので，関数空間MpN Ñ Nqは関数全体の集合 NN より遥か

に小さいことに注意する．次に，HRO2 は自然数上の計算可能関数（のコード）を入力として自

然数を出力する計算可能型 2汎関数（のコード）全体のなす空間である．そして，HRO3 はその

ような計算可能型 2汎関数（のコード）を入力して自然数を出力する計算可能型 3汎関数（のコー

ド）全体のなす空間である．一般に，次のような高階関数空間を定義できる．

定義 3.1. 高階関数空間 HROσ を以下のように帰納的に定義する．

HROσÑτ :“MpHROσ Ñ HROτ q “ tp PM : p@q P HROσq pq ÓP HROτu

HROσˆτ :“ HROσ ˆHROτ “ txp, qy PM : p P HROσ ^ q P HROτu.

部分結合子代数M がクリーネの第一代数 K1 の場合には，ある高階関数空間 HROσ の元を遺

伝的計算可能汎関数あるいは遺伝的再帰作用素 (hereditarily recursive operator)と呼ぶ．

たとえば，HRO3 “ HRO2Ñ0 “ HROp1Ñ0qÑ0 “ HROpp0Ñ0qÑ0qÑ0 が成立している．遺伝的

計算可能型 n` 1汎関数は，すべての型 n汎関数を入力として受け付けることはできず，遺伝的

計算可能なもののみを入力とすることに注意する．これが遺伝的と言われる所以である．前節で

は一階ハイティング算術の実現について議論したが，この高階関数空間の型構造は高階ハイティ

ング算術のモデルを与える．
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HROの元はあくまで高階汎関数のコードであるが，高階汎関数の実体も取り扱えるようにして

おくと便利である．つまり，自然数のコード全体の集合Nを Nと同一視してしまい，計算可能関
数のコードの空間 HRO1 の代わりに，その実体である計算可能関数の空間

rrHROss1 “ tttpuu : NÑ N | p P HRO1u Ď NN

を考えたい．さて，ここまでは良いのであるが，たとえば HRO2 を考えたときに少し困ったこと

が起きる．遺伝的計算可能型 2汎関数の定義域は rrHROss1 Ď NN であり値域は N であると考え
られる．したがって，p P HRO2 が意味するものは部分汎関数 rrpss :Ď NN Ñ N, より正確には
rrpss : rrHROss1 Ñ Nであると想像するかもしれない．言い換えれば，各 p P HRO2 が表す型 2汎

関数 rrpssとは，型 1汎関数 ttquuを入力として，出力となる自然数は次によって与えられると考え

られるだろう．
rrpsspttquuq “ n ðñ p ¨ q “ n

そうすると，次のような図式が成立していることが期待できる．

数学的実体: rrHROss1
rrpss? // N

記号的世界: HRO1

q ÞÑ ttquu

OOOO

q ÞÑ pq
// N

n ÞÑ n

OOOO

ところが，入力 q0, q1 P HRO1 が同じ関数 ttq0uu “ ttq1uuを計算するとしても，pq0 “ pq1 であ

るという保証はどこにもない．つまり，rrpssはNN 上の関数としては well-definedではない．

問題を明示化しよう．関数のコードの空間の元 p, q P HRO1 “ MpN Ñ Nq から，関数

ttpuu, ttquu : N Ñ Nが与えられる．しかし，任意の x P Nについて ttpuupxq ” ttquupxqであるな

らば，ttfuu “ ttguuである．このように，同じ関数を表すコード p, q は同一視してしまうのが自然

だろう．つまり，関数空間 HRO1 “ MpN Ñ Nqには，「同じ関数を表す」ということを意味す

る同値関係が自然に入る．これを外延的同値関係 (extensional equivalence relation)と呼ぶ．

明らかな問題点として，遺伝的計算可能汎関数は外延的同値関係に従わない．つまり，たとえ

ば p P HRO2 であり，a, b P HRO1 について ttauu “ ttbuu であったとしても，pa ­“ pb であり得

る．つまり，遺伝的計算可能汎関数は，外延的に等しい関数を入力しているにも関わらず出力が

異なる，ということが有り得る．この問題を解消するものが，次の HEOの階層である．

定義 3.2. 高階関数空間 HEOσ とその上の外延的同値関係 „σ を以下のように帰納的に定義

する．

x „0 y ðñ x “ y

xu, xy „σˆτ xv, yy ðñ pu „σ vq ^ px „τ yq.

HEOσÑτ “ tx : @u, v ru „σ v Ñ xu „τ xvsu.

x „σÑτ y ðñ @u, v ru „σ v Ñ xu „τ yvs
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部分結合子代数M がクリーネの第一代数 K1 の場合には，ある高階関数空間 HEOσ の元を遺伝

的実効汎関数あるいは遺伝的実効作用素 (hereditarily effective operator)と呼ぶ．

つまり，pHEOσ,„σqから pHEOτ ,„τ qへの関数として矛盾なく定義されていると考えられるも

のがHEOσÑτ の要素足り得るのである．たとえば，„0は等号であるから，HEO1 :“ HEO0Ñ0 “

HRO1 である．この HEO1 上の同値関係 „1:“„0Ñ0 は，自然数上の関数としての外延的同値性

を意味する．つまり，次が成立していることは定義より明らかである．

p „1 q ðñ ttpuu “ ttquu.

次に HEO2 :“ HEO1Ñ0 を考えると，各 p P HEO2 の表すものは，遺伝的計算可能関数のコー

ドを入力として自然数を返す関数のうち，外延的同値関係に従うものである．つまり，q0 „1 q1

ならば pq0 “ pq1 を満たすものである．したがって，p P HEO2 Ď HRO2 は，遺伝的計算可能関

数を入力として自然数を返す型 2汎関数 rrpss : rrHEOss1 “ rrHROss1 Ñ Nを表す．
このように，記号的世界の内包的記述が，その外延となる数学的実体の上で（一価）関数を定義

していると主張するためには，記号的世界で外延的同値関係を記述し，その外延的同値関係に従

う必要がある．

数学的実体 (外延): rrHEOss1
rrpss // N

記号的世界 (内包): HEO1

q ÞÑ ttquu

OOOO

q ÞÑ pq
// N

n ÞÑ n

OOOO

さて，HEOの定義においては外延的同値関係を考えたが，他にも様々な同値関係を考えること

ができる．より一般に，自明な同値関係も考えれば，いま，我々の扱う空間はいずれも何らかの

同値関係の入った集合と思うことができる．つまり，部分結合子代数において表現される空間と

は，集合 S ĎM と同値関係 E の組 pA,Eqであるとする．これは，部分結合子代数M 上の部分

同値関係 (partial equivalence relation)を空間と思うことと同等である．ここで，M 上の部分同

値関係とは，対称律と推移律を満たす 2項関係 E ĎM ˆM である：

1. (対称律) xEy ùñ yEx.

2. (推移律) xEy & yEz ùñ xEz.

つまり，同値関係から反射律を除いたものである．E がM 上の部分同値関係ならば，これは

台集合 |E| :“ ta P M : aEau 上の同値関係と思うことができる．たとえば商集合M{E は，つ

まり |E|{E を意味するものとする．一般に，部分同値関係 D,E に対して，外延的部分同値関係

rD Ñ Esを次によって定義する．

f rD Ñ Esg ðñ p@x, yq rxDy ùñ fxE gys.

つまり，部分同値関係 rD Ñ Esの台集合 |rD Ñ Es|に属す f とは，部分同値関係 D,E の意
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図する数学的実体の上の関数 rrf ssを与える，ということである．

数学的実体: M{D
rrfss // M{E

記号的世界: |D|

x ÞÑ rxsD

OOOO

x ÞÑ fx
// |E|

x ÞÑ rysE

OOOO

ここで，rxsD は x P |D|の D-同値類を意味する．つまり，rxsD “ tz PM : zDxuである．同

様に，rysE も y P |E|の E-同値類を表す．

かくして，数学的対象は，同値関係（およびその商）として定義されていく．このように部分結

合子代数の理論では，数学的対象を記号世界にコード（実現）していくが，念のために注意してお

けば，いかなる数学的理論においてもそれは同様であり，これは部分結合子代数の理論に特有の

ものではない．たとえば，公理的集合論においては，自然数は技巧的な方法で集合としてコード

され，実数もまた同様に，いわゆる実数の構成と呼ばれる方法によって，集合論の内部にコード

される．

部分結合子代数の理論によって行われることもまた同様である．たとえば数の構成を考えよう．

われわれは既に，部分結合子代数において自然数を構成している．ここから整数を構成すること

は容易である．有理数は，整数の対に適切な同値関係を入れることによって構成される．そして，

実数は，たとえば有理コーシー列上の同値関係として構成される．

このアイデアを拡張すると，部分結合子代数上の表現空間の理論が得られる．この理論におい

ては，同値関係こそが最も基本的な空間概念だと考えることにより，記号世界をベースに数学を

実現していくのである．
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第 3章

表現空間の理論

§ 1. 表現空間と実現可能性
計算理論は，記号列によってコードされた数学的オブジェクトに対する計算を取り扱う分野で

ある．この節では，文字列以外の数学的対象に関する様々な計算論を統一的に導入することを試

みる．まず，自然数を記号列によって表現（コーディング）する，ということに立ち返って，表現

（コーディング）とは何であるかの再理解を目指そう．

たとえば，チューリングマシン (Turing machine)は，基本的には，利用可能な記号の集合 Σを

固定して，その上の語，つまり有限記号列 σ P Σ˚ を入出力とする関数を議論するものである．こ

のとき，自然数を 2進表記というバイナリ列として表現することによって，自然数上の関数の計

算理論を展開できる．これは，記号列がどんな自然数を表しているのか，という意味を与えるこ

とにより，ただの記号列上の関数に自然数上の関数としての意味を与えていた，ということであ

る．もう少し正確には，bin(n)によって自然数 nを自然数の 2進表記を表すものとすれば，部

分全射 bin(n) ÞÑ nが「記号列に自然数としての意味を与える」関数となる．この関数を表現関

数と呼ぶことにしよう．

たとえば，自然数上の関数 f : Nk Ñ N がチューリングマシンによって計算可能であるとは，
（表現関数 bin(n) ÞÑ nを介することにより）それを記号列上の機械的操作 F :Ď pΣ˚qk Ñ Σ˚ と

して実現 (realize)できるということである．

自然数の世界
f // 自然数の世界

記号列の世界

表現関数
OOOO

実現 F
// 記号列の世界

表現関数
OOOO

このような「表現と実現を経由した計算」が計算理論の基本である．有理数や代数的数は容易

に自然数でコードできるから，そのような数に関する計算論も展開できる．また，その他にも幾

らかの単純な可算構造ならばコーディングできそうである．それでは，実際，どのような数学的

対象ならば，記号的に表現でき，そして良い計算論を展開できるだろうか．

歴史的には，1950年代頃に，語あるいは自然数によるコーディングという概念自体を研究対象と
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するナンバリングの理論 (Theory of numbering)が誕生する．また，それとは並行に，20世紀中

頃から，実数などの連続的概念を対象とする計算論である計算可能解析学 (computable analysis)

という分野も徐々に発展を見せた．計算理論とはデジタル（離散的）な概念を対象とするもので

あり，実数や複素数などの連続的概念は計算理論の対象外である……と思われがちだが，実際は

そうではない．解析学と物理学における計算可能性理論の教科書として，1989 年に Pour-El と

Richardsによって執筆された “Computability in Analysis and Physics”は非常に有名である

それでは，このような連続的オブジェクトを含む様々な数学的対象は如何にして計算論的に取

り扱われているだろうか．その 1つの解答は，表現と実現に関する上の図式に少々の修正を加え

るだけである．我々の記号の世界は，任意の部分結合子代数であり，これによって様々な数学的

対象の上の計算は，部分結合子代数の単なる演算適用として実現される．

数学的対象
f // 数学的対象

部分結合子代数

表現関数
OOOO

実現 F
// 部分結合子代数

表現関数
OOOO

たとえば，部分結合子代数の内部で自然数という数学的対象を表現でき，初等的な自然数論を

展開できることは，第 3節で見たとおりである．ここからは，より一般的な数学的対象を考察し

よう．まず，上の図式の縦方向，すなわち，部分結合子代数による数学的対象の表現は，以下のよ

うに定式化される．

定義 1.1. M を部分結合子代数とする．このとき，集合 X と部分全射 νX :Ď M Ñ X の対

pX, νXqをM-表現空間 (M -represented space)と呼び，νX をXのM-表現 (M -representation)

と呼ぶ．

これは，集合 X の各要素が，部分結合子代数M の元によって名付けられたことを意味する．

つまり，νXpaq “ xであるとき，a PM は xの νX-コード (code)または νX-名 (name)と呼ばれ

る．表現関数 νX が文脈から明らかな場合は，単にコードまたは名と呼ぶ．1つの元 x P X が複

数のコードを持ち得る場合もあることに注意する．

ところで，前節では部分同値関係として空間を表現するというアイデアを解説した．定義 1.1

は部分同値関係と本質的に等しいということを説明しよう．まず，表現 νX : M Ñ X が与えられ

たら，部分結合子代数M 上に以下のような部分同値関係を定義できる．

a „X b ðñ a, b P dompνXq & νXpaq “ νXpbq.

このとき，aの „X -同値類を rasX と書けば，rasX ÞÑ νXpaqによって商集合M{„X と空間X

を同一視できる．このため，νXpaqの代わりにしばしば rasX と書くことがある．あるいは，型X

と宣言された値 aの評価と考え，rrassX と書くこともある．

逆に，部分結合子代数M 上の部分同値関係 E が与えられたとき，台集合 |E| “ ta PM : aEau
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を定義域とする商集合への全射 a ÞÑ rasE : |E| Ñ M{E が自動的に与えられる．したがって，商

集合M{E は，νE : a ÞÑ rasE を表現とする表現空間である．このようにして，表現空間と部分同

値関係は等価な概念と考えることができる．

表現空間は，部分結合子に対して型あるいは空間という数学的実体を対応させるものを考える

が，この逆操作を考えよう．つまり，空間（数学的実体）から部分結合子（記号的世界）へ向かう

方向，言い換えれば，数学的実体を記号的世界にコードするという観点から表現空間を理解する

ことを試みる．まず，各 x P X はM に属すコードによって実現される．このため，実現可能性

の記法を借用して，||x||X によって xのコード全体の集合を表すことにする．つまり，以下のよ

うに定義する．
||x||X :“ ta PM : x “ rasXu “ ta PM : x “ νXpaqu.

あるいは実現可能性の言葉を使えば，aが xのコードである，という関係を「aというコードに

よって xが実現される」とみなし，a r xと書いてもよい．以上の定義についてまとめると，

• a ÞÑ rasX は，どの記号 a PM がどの数学的対象を表すかを指し示す表現写像であり，

• x ÞÑ ||x||X は，各数学的対象 x P X に名を与える命名写像である．

記号によって数学的対象を表現することとは，すなわち，数学的対象に記号によって名を与え

ることであり，その逆もまたしかり，である．これらは同じものを別の側面から見ているにすぎ

ない，表裏一体の関係にある．

注意. 実現可能性理論 (realizability theory) では，pX, ||¨||Xq はモデスト集合 (modest set) と呼

ばれる．本稿では，しばしば表現空間 pX, r¨sXqとモデスト集合 pX, ||¨||Xqを同一視し，後者のこ

とも表現空間と呼ぶ．

例 1.2. 部分結合子代数M の中で常に自然数をコードできることは定義 3.7 において見た通り

である．これを表現空間の言葉で言い直そう．定義 3.7では，自然数 n P Nに対して，対応する
n P M を具体的に与えた．部分関数 νN :Ď M Ñ Nを νNpnq Ñ nによって定義すれば，pN, νNq
はM -表現空間をなす．各 n P Nの νN-コードは n PM のみであり，よって ||n||N “ tnuである．

豆知識. 表現が多価である場合もしばしば重要となる．集合X と部分多価全射 δX :Ď M Ñ X の対 pX, δXq

をM-多価表現空間 (M-multi-represented space)と呼ぶ．実現可能性理論においては，これと同一な概念

はアセンブリ (assembly)と呼ばれる．

つづいて，上の図式における，数学的対象上の写像の部分結合子代数上の関数による実現の部

分である．クリーネ実現可能解釈において，論理結合子Ñの実現が関数空間の構成に対応してい

たことを思い出そう．そして，関数の実現とは論理結合子Ñの実現に他ならない，と考えること

にする．具体的には，以下のように関数の実現を定義する．

定義 1.3. X “ pX, νXqと Y “ pY, νY qをM -表現空間とする．このとき，f PM が f : X Ñ Y
のM-実現子 (M -realizer)であるとは，任意の x P X に対して，xのどんな νX -コード x P M
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が与えられても，fxが fpxqの νY -コードを与えていることを意味する．つまり，

x P ||x||X ùñ fx P ||fpxq||Y .

関数 f : X Ñ Y がM-実現可能 (M -realizable)とは，f のM -実現子 f PM が存在すること

を意味する．

上では表現空間の定義を実現可能解釈を用いて導入しているが，表現空間あるいは部分同値関

係から直接的に定義することもできる．この場合，f P M が f のM -実現子であるとは，次を満

たすことである．
x P dompνXq ùñ fprxsXq “ rfxsY

図式的に表せば，f がM -実現可能であるとは，以下の図式を可換にする f P M が存在するこ

とである：

X
f // Y

ĎM

νX

OO

x ÞÑ fx
// ĎM

νY

OO

この図式では f がM -実現子に相当するが，関数 x ÞÑ fx のことをM -実現子と呼ぶこともあ

る．また，部分結合子代数M が文脈から明らかな場合には，M を省略して単に実現子や実現可

能などという．

例 1.4. 例 1.2で定義したM -表現空間 pN, νNqにおいて，n ÞÑ n` 1の具現化は n ÞÑ n` 1であ

り，これは命題 3.8より succ P M によって実現可能である．つまり，f : pN, νNq Ñ pN, νNqを
fpnq “ n` 1で定義すれば，この f は実現可能関数である．

部分結合子代数M に対し，しばしば ModpMqによってM -表現空間と実現可能関数のなす圏

を表すことがある．部分結合子代数による表現を考えるメリットは，部分結合子代数が関数適用

の抽象化であり，任意のM -表現空間X,Y に対して，関数空間 rX Ñ Y sもまたM -表現空間にな

るということである．専門用語を用いれば，ModpMqはデカルト閉圏 (cartesian closed category)

をなすことが分かる．具体的には，以下のようにして関数空間は表現される．

定義 1.5. M -表現空間 X,Y に対し，X から Y への M -実現可能関数全体の空間は次の関数

f ÞÑ rrfssXÑY によって表現できる．

rrfssXÑY “ f ðñ p@x P dompνXqq rfxsY “ fprxsXq.

つまり，関数 f : X Ñ Y の名とは，f の実現子 f PM である．この表現空間をM rX Ñ Y s

と書く．M が文脈から明らかな場合は，単に rX Ñ Y sと書く．
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事実，1950 年代に，クリーネは高階関数の計算理論を作り上げた．現代的な視点からは，ク

リーネの高階関数論の基本的な部分は，クリーネの第一または相対第二代数による表現空間の理

論の一部として展開することができる．部分組合せ代数によって空間を表現することの有り難み

は，その空間上の計算論を導入できるというだけでなく，様々な圏論的構成を受容できる，とい

うことでもある．しかし，本稿では圏論についてはこれ以上深入りしない．

定義 1.5では全域実現可能関数の空間を考えているが，部分実現可能関数も考えると都合がよ

い．表現空間 X,Y が与えられたとき，コード fが部分関数 f :Ď X Ñ Y を実現するのは，次の

条件を満たすときである．

fpxq Ó ùñ p@x P ||x||Xq fx Ó P ||fpxq||Y .

厳密に言えば，この定義だと 1つのコード fが複数の部分関数 f を表し得るので，これは多価

表現と呼ばれるものになる．多価表現を考えても理論的には特に問題ないのだが，一応，これを

一価表現に修正したものも考えよう．これは，コード fによって実現される部分関数 f のうち極

大なものだけに制限する，というものである．つまり，コード fが部分関数 f :Ď X Ñ Y を実現

するのは，次の条件を満たすときである．

fpxq Ó ðñ p@x P ||x||Xq fx Ó P ||fpxq||Y .

この表現 f ÞÑ f が与える表現空間をM rĎ X Ñ Y sと書くことにする．ところで，関数空間の

定義において，関数 f という数学的実体からその実現であるコード fを構成するという方向で定

義してきた．一方，記号的世界から数学的実体を与えるという方向で，この関数空間の定義を理

解することもできる．この場合，関数空間M rX Ñ Y sは遺伝的実効作用素 HEOσ の構成と全く

等しい．より正確には，HEOσ 上の同値関係 „σ から得られる表現空間である．つまり，

M rrrHEOssσ Ñ rrHEOssτ s “ rrHEOssσÑτ “ HEOσÑτ {„σÑτ

すると，遺伝的再帰作用素 HROがいかなる表現空間を表すかというのは気になるところであ

る．遺伝的再帰作用素 HROと遺伝的実効作用素 HEOの違いが何であったかというと，遺伝的再

帰作用素 HROは，入力となる 2つの名が同じモノを表すとしても，別のモノを表す名を出力し

てもよい．つまり，たとえば「明けの明星」を入力すると 0を出力し，「宵の明星」を入力すると

1 を出力するということが許される．一方，遺伝的実効作用素 HEO の場合には，「明けの明星」

と「宵の明星」は共に同じ「金星」の名であることから，出力値は等しくなければならない．

これを解釈すると，遺伝的再帰作用素 HROとは，「明けの明星」と「宵の明星」の外延である

「金星」に対して，0と 1の両方の出力値があり得る多価関数 (multi-valued function)であるとい

うことである．言い換えれば，コード f PM によって実現される数学的実体とは，以下のような

多価関数である．
fpxq “ trfxsY : x P ||x||Xu

この表現 f ÞÑ f が与える表現空間をM rX Ñ Y sと書く．二重矢印は，多価関数からなる空間

であるというイメージを表している．また，前と同様にして，全域実現可能多価関数の表現空間

だけでなく，部分実現可能多価関数の表現空間も考えると便利であり，これをM rĎ X Ñ Y sと

書くことにしよう．
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§ 2. ライスの定理と空間の連結性
本節では，1953 年にヘンリー・ライス (Henry G. Rice) によって証明されたライスの定理

(Rice’s theorem)を取り扱う．これは，次のような驚くべき主張をする定理である．

部分計算可能関数に関する非自明な性質 P が任意に与えられている．このとき，与えら

れたプログラム p の計算する関数が P を満たすか否かを判定するアルゴリズムは存在し

ない．

チューリングの定理 (系 2.3)はあくまで「停止問題」というひとつの決定問題が計算不可能で

あることを示すものであるが，ライスの定理は一度で大量の決定問題の計算不可能性を導く．究

極の計算不可能性定理の 1つである．

プログラム pによって計算される N上の部分関数を ttpuuと書いていたことを思い出そう．ラ
イスの定理によれば，たとえば，以下のような集合への所属判定はすべて計算不可能である．

tp P N : ttpuuは全域関数である．u

tp P N : ttpuuは 2値部分関数である．u

tp P N : ttpuuの定義域は有限である．u

tp P N : ttpuuは空関数である．u

ライスの定理は，一見すると非常に興味深いが，しかし，クリーネの再帰定理などとは異なり，

定理自体の有用性は低く，理論的にも深みがあるわけではない．それにも関わらず，ライスの定

理は何故か伝統的に計算可能性理論入門における必須トピックとして取り扱われる．これは，そ

の定理の衝撃的な内容に比較すると，証明が極めて簡単であるからであろう．

しかし，それだけでは，必須トピックとして扱うには少し説得力が足りない．ここでは，ライ

スの定理の空間的側面，つまり，これが計算可能性理論の概念を空間的に理解するためには良い

トピックであることを強調する．「計算と空間」というコンテキストに置くことで，ライスの定理

は特筆すべき価値を持つ．本節における我々の目標は，ライスの定理に対する以下のような幾何

学的イメージを持つことである．

自然数や文字列の世界は離散空間（デジタル）であるが，自然数や文字列上の部分計算可能

関数全体を空間として見ると，そこは連結空間のようになっている．

この意味を理解するために，まず，数学において，離散と連結という言葉がどのように定義さ

れていたかを思い出そう．

• 位相空間 X が離散 (discrete)とは，X の任意の部分集合 P が開集合であることを意味す

る．これは，X から離散空間 2 “ t0, 1uへの任意の関数が連続であることと同値である．

• 位相空間X が連結 (connected)とは，X の非自明な開集合分割が存在しないことを意味す

る．これは，X から離散空間 2 “ t0, 1uへの連続関数は定数関数しか存在しないことと同

値である．
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クリーネの第 2代数で見たように，連続関数は計算概念の一種であるから，上の定義の連続を

計算と読み替えてみよう．いま，χP : X Ñ 2 を P の特性関数とする．つまり，x P P ならば

χP pxq “ 1であり，x R P ならば χP pxq “ 0であるから，与えられた元 x P X が P に属すか否

かを判定することである．空間が離散ならば，特性関数 χP : X Ñ 2もまた連続である．つまり，

離散性とは，与えられた x P X が P に所属するか否かを決定できることを意味する．一方で，空

間が連結である場合，χP が定数関数であるのは P “ Hまたは P “ X のときのみであるから，

H Ĺ P Ĺ X ならば χP は連続ではない．つまり，与えられた x P X が P に所属するか否かを決

定することはできない．

そして，ライスの定理とは，クリーネの第 1 代数において，H Ĺ P Ĺ rĎ N Ñ Ns ならば
χP : rĎ N Ñ Ns Ñ 2は計算可能ではない，ということを述べるものである．つまり，与えられ

た部分計算可能関数が P に属すか否かを判定する計算可能なアルゴリズムは存在しない．この発

想を元に，連結性の定義を一般化しよう．

定義 2.1. M を部分結合子代数とする．M -空間 X がM-連結 (M -connected)であるとは，X

から t0, 1uへの実現可能関数が定数関数しか存在しないことを意味する．

特に，クリーネの第 1代数K1において連結であることを計算可能連結 (computably connected)

と呼ぶことにする．これは，X から t0, 1uへの計算可能関数が定数関数しか存在しないことを意

味する．言い換えれば，P が X の非自明な部分集合ならば，与えられた x P X が P に属すか否

かを判定する計算可能なアルゴリズムは存在しない，ということである．

豆知識. ちなみに，位相空間論的な代数，つまりクリーネの第 2代数K
r

2 における連結性は，位相空間論の

意味での連結性と同じ定義となる．一方，たとえば部分 Π1
1-可測関数の代数では，実現可能な全域関数とは

ボレル可測関数のことであった．しかし，位相空間論的には，空間が連結（開集合で分割できない）であった

としても，ボレル集合でならば容易に分割できることは多々ある．実際，密着でない位相空間ならば，非自明

な開集合とその補集合によって分割される．すると，一見，部分 Π1
1-可測関数の代数における連結性は自明

な概念に感じるかもしれない．しかし，あくまで位相空間論的な代数における空間，つまりK
r

2-空間は位相

空間にかなり近いものであると解釈できるだけであって，部分 Π1
1-可測関数の代数における空間はもはや位

相空間とは程遠い．このため，部分 Π1
1-可測関数の代数における連結性もまたそんなに自明な概念ではない．

定理 2.2 (一般化ライスの定理). M を全域でない部分結合子代数とする．このとき，M -空間

M rĎ NÑ NsはM -連結である．

Proof. まず，証明の方針を説明する．M -実現可能関数 φ : M rĎ NÑ Ns Ñ 2が与えられている

とする．このとき，関数 f P M rĎ NÑ Nsについて，ψf : M rĎ NÑ Ns Ñ M rĎ NÑ Nsを次
によって定義する．

ψf pgq “

#

f if gp0q Ó

H otherwise.
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ここでHは空関数，つまり，どんな入力に対しても出力を返さない関数を意味する．このとき，

合成関数 φ ˝ ψf : M rĎ NÑ Ns Ñ 2を考えると，

φ ˝ ψf pgq “

#

φpfq if gp0q Ó

φpHq otherwise.

となる．この場合分けは停止問題のようであるから，決定不可能であろう．つまり，実現可能な方

法では区別できないはずであるから，もし φ ˝ ψf がM -実現可能ならば，φpfq “ φpHqを得る．

ここで f は任意であったから，これは φが定数関数であることを導く．こうして，M rĎ NÑ Ns
が連結であることが示されるであろう．

以上が証明の方針である．厳密な証明を与えるために，まず関数 ψf が部分結合子代数M の元

によって実現できることを示そう．このために，次が成立することを確認する．

kcpq0q “

#

c if q0 Ó

Ò otherwise.

なぜなら，まず k PM の性質より，ab Óならば kcpabq “ cとなり，ab Òならば kcpabq Òとなる．

よって，q0 Óとなることと kcpq0q “ cとなることは同値である．このとき，u “ Λpqm.kppmqpq0q

と定義しよう．いま p P M が f の名として与えられているとすると，upが ψf の名であること

を確認しよう．このためには，g の任意の名 q P M について，upq が ψf pgqの名であることを証

明すればよい．言い換えれば，ttquu ” g ならば ttupquu ” ψf pgqであることを示す．定義より，

upqm “ kppmqpq0q ”

#

pm if q0 Ó

Ò otherwise.

であるから，もし q0 Óならば，任意のmについて upqm ” pmとなるので，upqと pは外延的に

同じ関数 f を定義する，つまり ttupquu ” ttpuu ” f である．もし pDnq qn Óが成り立たないなら

ば，任意のmについて upqm Òとなるので，upq は空関数を定義している，つまり ttupquu ” H

である．よって，ttupquu ” ψf pgqであることが示された．

また，φ がM -実現可能ならば φ ˝ ψf もまたM -実現可能である．実際，e が φ の名ならば，

Λq.epupqqは φ ˝ ψf の名である．このとき，一般停止問題の決定不可能性 2.2のアイデアを用い

て，φ ˝ψf が定数関数であることを示そう．M の項 s, tで s Óかつ t Òとなるものを固定する．φ

は 2値関数なので，φpfqが 0または 1の場合を考えればよい．もし φpfq “ 0ならば，項 Qを

Qprq “ Λn.if epuprq iszero then t else s

によって定義する．クリーネの再帰定理より，Qprq ” r となる r PM が存在するが，このとき，

epuprq “ 0 ðñ p@nq rn ” t Ò ðñ r0 Ò ðñ φ ˝ ψf pttruuq ” φpHq

となることは明らかである．さらに，Λq.epupqqは φ ˝ ψf の名であったことから，

φpHq ” φ ˝ ψf pttruuq ” rrΛq.epupqqsspttruuq ” rrepuprqss “ 0 “ φpfq
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となり，φpHq “ φpfqが導かれた．ここで f は任意だったので，これは φが定数関数であるこ

とを導く．よって，どんなM -実現可能関数 φ : rĎ NÑ Ns Ñ 2も定数関数であることが導かれ

た．以上より，部分関数の空間M rĎ NÑ NsがM -連結であることが示された．

豆知識. 上の証明を分析すると，部分関数の空間上の特化順序 (specialization order) において空関数が最

小元となる，という性質が重要な役割を担っている．ここで，位相空間X の元の間の特化順序 x ď y は，も

し X の開集合 U が xを含むならば y を含むこととして定義される．これは非 T1 位相を用いる分野では頻

繁に利用される概念である．したがって，ライスの定理は「特化順序の下で最小元を持つ空間は連結である」

という主張を位相空間以外の概念（たとえば計算可能性やボレル可測性）にも一般化したものと考えられる．

外延性の観点からは，これはM rĎ N Ñ Nsから 2への（外延的でない）計算可能関数はたく

さん存在するにも関わらず，外延的な計算可能関数は自明なものしか存在しない，と述べること

もできる．

§ 3. 実数の計算論
計算理論の誕生以来，実数上の計算論は計算可能性理論の中心的テーマであり続けた．しか

し，もちろん，あらゆる実数を有限文字列として取り扱うということは不可能である．それで

は，研究者たちは如何にして実数上の計算論を取り扱ってきただろうか．1 つの解法は，クリー

ネの第一代数 N における計算可能実数論であり，もう 1 つの解法は，クリーネの相対第二代数

K :“ pK2,K2˝qにおける実数上の計算可能関数論である．実数の計算論の初期は前者のアプロー

チが主流だったように思うが，時代を経るにつれ，徐々に後者の理論の方が優れていると分かっ

てきた．

この正確な意味を説明する前に，まず，実数の計算論の具体的なアイデアを述べよう．まず，有

理数上の計算論は，例??のような有理数の表現を用いて自明に展開できる．実数の計算可能性を

導入する最も簡単だが最も優れた方法は，任意精度計算（精度保証計算）である．

定義 3.1. 実数 x P Rが任意精度計算可能とは，任意の正有理数 ε精度で xを有理近似するア

ルゴリズムが存在することである．つまり，ある計算可能関数 Φ : Qą0 Ñ Qが存在して，次を
満たすことである．

p@ε P Qą0q |x´ Φpεq| ă ε.

とりあえず，これが実数の計算可能性の妥当な定義のように思うが，少しだけ歴史的経緯を振

り返ろう．チューリングが 1936年にチューリング機械を導入した記念碑的論文「計算可能数とそ

の決定問題への応用」では，実数の計算可能性は 2進小数展開の計算可能性として導入されてい

る．ここでは，その計算可能性を 2進計算可能性と呼ぶことにする．

定義 3.2. 実数 x P Rが 2進計算可能 (binary computable)とは，xの任意の 2進小数展開

a0a1 . . . an.an`1an`2 . . . an`kan`k`1 . . .
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に対して，関数 i ÞÑ ai が計算可能であることを意味する．

しかし，すぐにチューリングは，実数の計算論を 2進展開で導入するのは誤りだと気づいたよ

うである．翌年にチューリングは「計算可能数とその決定問題への応用 – 訂正」を出版し，その

後半部では，自身の実数の 2進計算論を撤回した．実数の計算論の正しい与え方として，チュー

リングは，たとえばブラウワーの直観主義数学における縮小区間による実数の表現を挙げている．

これは区間の縮小列によって実数を表現するものである．

定義 3.3. 実数 x P Rが区間計算可能とは，有理数の対の計算可能な列 ppn, qnqnPN で次のような

ものが存在することである．

p@n P Nq rpn ă pn`1 ă qn`1 ă qns, and x “ lim
nÑ8

pn “ lim
nÑ8

qn.

任意精度計算との関連性に触れておくと，区間計算において，ストリーム ppn, qnqnPN の各段階

では実数を両側から挟み込んでいるため，常に近似精度の保証が可能となっている．実際，以下

のように，チャーチ・チューリングの提唱の実数の計算論版のようなものも成立する．

命題 3.4. 実数について，任意精度計算可能性，2進計算可能性，区間計算可能性はいずれも同

値である．

Proof. 任意精度計算可能性と区間計算可能性の同値性は読者の演習問題とする．任意の 2 進計

算可能実数が任意精度計算可能であることを確認しよう．実数の与えられた無限 2 進小数表記

α “ a0a1 . . . ak.ak`1ak`2 . . . に対して，qn を有限小数 a0a1 . . . ak.ak`1ak`2 . . . ak`nak`n`1 が

表す有理数とする．このとき，q “ pqnqnPω が rαsbin の任意精度近似，つまり rqsA “ rαsbin であ

ることは容易に分かる．

最後に，任意精度計算可能実数が 2 進計算可能実数であることを示す．有理数がどちらの意

味でも計算可能であることは明らかなので，無理数 x について任意精度計算可能性が 2 進計算

可能性を導くことを示せばよい．また，x P r0, 1s であると仮定しても一般性を失わない．x を

任意精度計算可能な無理数とし，Φ をその任意精度近似とする．x は無理数であるから，2 進

小数展開した際に，必ず 0 と 1 の両方を無限に含む．有理数 Φpsq を 2 進小数展開した結果を

αs “ 0.as0a
s
1 . . . a

s
ℓpsq
と書く．任意の n P Nについて，αs の小数点以下 n` 1桁目以降 s桁目以

前に 01または 10が出現するような sを探す．このとき，Φpsqから最大 2´s の誤差が発生した

としても，この 01 または 10 の出現以前の部分は変動しない．よって，an “ asn と定義すれば，

r0.a1a2 . . . sbin “ lims Φpsq “ xを得る．

ところで，チューリングの最初の定義である「2進計算可能性」とチューリングの第 2の定義で

ある「区間計算可能性」が同値であるならば，チューリングは訂正論文を出す必要は無かったので

は，と思うかもしれない．しかし，実は，チューリングが訂正論文を出した判断は正しかった．実

関数の計算可能性を考える段階になると「2進計算可能性」と「区間計算可能性」は大きく異なる．

そして，そのとき「2進計算可能性」は破綻する．なんと，実数を 3倍するだけのごく単純な関数
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x ÞÑ 3xですら，2進計算可能ではないのである．これについては，後の定理 3.7で確認する．

このような問題を説明する前に，実数の表現について考えよう．そもそも実数の定義とは何で

あっただろうか．実数の集合 Rとは，有理数の集合 Qの完備化，すなわちコーシー列の同値類で
あると学んだかもしれない．あるいは，実数とは，デデキント切断であると学んだかもしれない．

■コーシー実数: 有理コーシー列 (Cauchy sequence)とは有理数列 pqnqnPω P QN で，

p@n ą 0qpDk P Nqp@i, j ě kq |qi ´ qj | ă 2´n

を満たすものである．有理コーシー列 ppnqnPω と pqnqnPω が等しいとは，任意の ε ą 0について，

十分大きな任意の i, j P N について |pi ´ qj | ă ε が成立することである．実数の集合 R の素朴
コーシー表現 (naive Cauchy representation)とは，有理コーシー列の同値類として実数を表現す

る関数 r¨snC :Ď QN Ñ Rである．より正確には，任意の有理コーシー列 pqnqnPω について，

rpqnqnPωsnC “ tppnqnPω : ppnq は有理コーシー列であり，ppnqと pqnqは等しい．u

同値類 rpqnqnPωsnC のことを limnÑ8 qn と表す．素朴コーシー表現は非常に使い勝手が悪い．

本節で言及する実数の表現のうちでは最悪な表現である．コーシー列の収束速度が分からないの

で，コーシー列というストリームを読み込む過程で，極限の値にどれくらい近づいたか判断でき

ないからである．素朴コーシー表現は極限概念を伴う表現であり，第??節で詳述するが，極限は

容易に計算不可能性を生み出すのである．

そういうわけで，コーシー列と言った場合には，収束速度の情報が常に備わっていて欲しい．関

数 k : NÑ Nが列 pqnqnPω の収束係数とは，

p@n ą 0qp@i, j ě kpnqq |qi ´ qj | ă 2´n

を満たすことを意味する．実数の集合 R の係数付きコーシー表現とは，有理コーシー列の
正しい収束係数が与えられたとき，その有理コーシー列の同値類として実数を表現する関数

r¨smC :Ď QN ˆ NN Ñ R である．つまり，任意の有理コーシー列 pqnqnPω について，もし k が

pqnqnPω の収束係数であるときのみ，rpqnq, ksmC を定義し，rpqnq, ksmC “ limnÑ8 qn とする．

係数付きコーシー表現は非常に良い表現なのだが，定義が若干ごちゃごちゃするという難点

がある．このため，係数付きコーシー表現の代わりに，id が収束係数となるようなコーシー列

（急収束コーシー列）だけを考えて単純化することが多い．つまり，急収束コーシー列 (rapidly

converging Cauchy sequence)とは有理数列 pqnqnPω P QN で，

p@n ą 0qp@i, j ě nq |qi ´ qj | ă 2´n

を満たすものである．このとき，実数の集合 R のコーシー表現 (Cauchy representation) とは，

急収束コーシー列の同値類として実数を表現する関数 r¨sC :Ď QN Ñ Rである．つまり，pqnqnPω

が急収束コーシー列であるときのみ，rpqnqsC を定義し，rpqnqsC “ limnÑ8 qn とする．

■デデキント実数:

有理数の集合 A Ď Qが下方閉とは，任意の a P Aと有理数 q ď aについて q P Aとなること

である．同様に，A が上方閉とは，任意の a P A と有理数 q ě a について q P A となることで
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ある．デデキント切断 (Dedekind cut)とは，有理数の空でない集合の対 L,R Ď Qで，Lは上方
閉，Rは下方閉，LXR “ Hかつ |QzpLYRq| ď 1となることである．この Lの開部分として，

L˝ “ tr P Q : pDs P Lq r ă suと定義する．デデキント切断 pL0, R0qと pL1, R1qが等しいとは，

L˝
0 “ L˝

1 となることである．

実数の集合 Rのデデキント表現 (Dedekind representation) とは，デデキント切断の枚挙の同

値類として実数を表現する関数 r¨sD :Ď pQ ˆ QqN Ñ R である．より正確にこの表現を定義す
るため，p “ ppnqnPN と q “ pqnqnPN について，p と q がそれぞれ集合 A と B の枚挙であると

き，pp, qqを pA,Bqの枚挙と呼び，Rngpp, qq “ pA,Bqと書く．このとき，デデキント切断の枚

挙 pp, qqに対して，同値類 rpp, qqsD を以下によって定義する．

rpp, qqsD “ tpr, sq : Rngpr, sqは Rngpp, qqと等しいデデキント切断である．u

pp, qqがデデキント切断 pL,Rqの枚挙であるとき，rpp, qqsD のことを supLまたは inf Rと書

く．デテキント切断を用いた表現として，他にも開デデキント表現や決定可能デデキント表現など

が知られているが，いずれも計算論を展開する際にはあまり有用でないので，ここでは触れない．

豆知識. ところで，デデキント表現の等しさの定義では，Lについての情報しか用いていない．このため，切

断の定義は単に Lだけ考えればよいのではないか，と思う人もいるかもしれない．そのような表現は左デデ

キント表現などと呼ばれるが，ユークリッド直線 Rの表現としては正しくない．左右からしっかり挟み込ま
ないと，実数の近似精度が評価できないため，位相的に全く異なった概念になってしまう．しかし，R上の
ユークリッド位相の表現として正しくないだけで，R上の上半位相 (upper topology)と呼ばれる非 T1 位相

の表現としては正しい．これは t0, 1uを離散的なオブジェクトとして見るときはシエルピンスキ表現は誤り

だが，t0, 1uを連結空間として見るときはシエルピンスキ表現が正しい，という状況と同様である．

コーシー表現では，実数は有理数のストリームとして表される．デデキント表現では，実数は

有理数の対のストリームとして表される．したがって，実数の計算論を展開するための適切な舞

台は，ストリーム上の計算論，つまりクリーネの相対第二代数K上の計算論ModpKqである．

このアイデアを用いて，任意精度表現，2進小数表現，縮小区間表現を，実数のストリーム表現

として再定義しよう．

• 2進小数表現 r¨sbin は，t0, 1, .uの記号のストリーム αで小数点記号 .が高々 1つしか含ま

ないものについて，rαsbin を実数の 2進表記であると理解する表現である．

• 縮小区間表現 r¨sI は，limnÑ8pqn ´ pnq “ 0 となるような有理数の対のストリーム

pp, qq “ ppn, qnqnPN が与えられたとき，rpp, qqsI “ limnÑ8 pn を与える関数である．

• 任意精度表現 r¨sAは，与えられた有理数のストリーム pΦpnqqnPNについて，|x´Φpnq| ă 2´n

なるような実数 xが存在するとき，そのような xを返す関数である．

ここで，「実数の計算可能性」を定義することと「実数の表現」を与えることの理論的な違い，

そして前者よりも後者の方が重要である理屈を説明しよう．まず，「実数の計算可能性」という概

念を定義しても，「実関数の計算可能性」はまた個別に定義する必要がある．しかし，「実数の表

現」を与えると，そこから「実数の計算可能性」と「実関数の計算可能性」が自動的に定義され

る．これについて説明しよう．実数の表現を与えた，という事実は，いま RにK-表現空間として
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の構造が与えられた，ということである．表現空間上の関数の計算可能性は定義??で与えた通り

である．表現空間の点の計算可能性は以下によって与えられる．

定義 3.5. pA,A˝q を相対部分組合せ代数とする．A-表現空間 X の点 x P X が計算可能

(computable)であるとは，x “ rasX となる a P A˝ が存在することを意味する．

例 3.6. クリーネの相対第二代数Kにおいて，Kはストリーム全体の集合 NN であり，K˝ は計

算可能ストリーム全体の集合，つまり N上の計算可能関数全体の集合であった．このとき，K-表

現空間 X の点 x P X が計算可能であるとは，xが計算可能な名を持つことを意味する．

また，実数や実関数の計算可能性だけでなく，たとえば「Rの開部分集合の計算可能性」「Rのコ
ンパクト部分集合の計算可能性」などを含む無数の計算可能性概念も自動的に定義される．この

ように「表現」を与えるだけで，豊穣な計算可能性理論の世界が自動的に広がっていくのである．

実数の計算論は実数の表現に依存する．したがって，実数のどの表現が同値であり，どの表現

が異なる計算論を与えるか，ということは計算可能解析学の初期における問題の 1 つであった．

つまり，与えられた実数の計算論が異なる実数の計算論に翻訳可能かどうか，というナンバリン

グの理論と同様のシチュエーションに辿り着く．ナンバリングの理論のときと同様に，この問題

は定義??で用いた表現の還元可能性の概念を用いて定式化できる．

定理 3.7. 任意精度表現，区間表現，コーシー表現，デデキント表現は同値である．一方，2進

小数表現および素朴コーシー表現は異なる表現であり，以下が成立する．

r¨sbin ă r¨sA ” r¨sI ” r¨sC ” r¨sD ă r¨snC .

Proof. r¨sbin ď r¨sA であることは，命題 3.4 の証明において，rαsbin “ rqsA となることを示し

たが，α ÞÑ q が計算可能であるから，これが r¨sbin ď r¨sA を保証する．r¨sC ď r¨snC は自明で

ある．r¨sA ” r¨sC は明らかであろう．r¨sD ď r¨sI について，与えられたデデキント切断の枚挙

pℓn, rnqnPNに対して，各 nについて pn “ maxsăn ℓsかつ qn “ maxsăn rsとすれば，ppn, qnqnPω

は区間の縮小列であり，自明に supn ℓn “ limn pn かつ infn rn “ limn qn であるから，同じ実

数を与える．よって，計算可能関数 pℓn, rnqnPN ÞÑ ppn, qnqnPω によって r¨sD ď r¨sI は保証され

る．r¨sD ď r¨sI も容易に示せる．r¨sA ď r¨sI について，実数の任意精度近似 Φ に対して，区間

pΦpnq ´ 2´n`1,Φpnq ` 2´n`1q を考えればよい．r¨sI ď r¨sA について，区間縮小列 ppn, qnqnPN

が与えられたとき，各 nに対して qs ´ ps ă 2´n なる s P Nを探し，Φpnqをその区間 pps, qsqの

中点，つまり Φpnq “ pqs ´ psq{2と定義すればよい．

次に r¨snC ę r¨sA を示そう．Hs を停止問題の時刻 s近似，つまり Hs “ te ă s : tteuupeqrss Óu

とする．このとき qs “
ř

ePHs
2´e と定義すると，pqsqsPN は計算可能なコーシー列である．特に，

その極限 x “ limsÑ8 qsは，素朴コーシー表現において計算可能である．しかし，xの 2進表記を
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見ると，明らかに停止問題 Haltの情報を記している．停止問題の計算不可能性より，これは xが

pR, r¨sbinqで計算不可能であることを意味する．一方，命題 3.4より，xは任意精度表現でも計算

不可能である．よって，r¨snC ı r¨sA を得る．既に r¨sA ď r¨snC は示してあるから，r¨snC ę r¨sA

である．

最後に，r¨sA ę r¨sbin を示す．Rbin を表現空間 pR, r¨sbinqとすると，fpxq “ 3xで定義された関

数 f : Rbin Ñ Rbin が計算不可能であることを示す．他の表現の場合は，x ÞÑ 3xは容易に計算可

能であることが分かるので，これが 2進小数表現と他の表現の違いを導く．もし fpxq “ 3xが 2進

小数表現の元で計算可能だったとする．1{3を 2進小数展開すると 0.01010101 . . . という循環小

数になることに注意する．f を実現するチューリング機械M が，入力ストリーム 0.01010101 . . .

を読み込んでいるとしよう．このとき，M は必ずある時点でストリームを出力し始めなければな

らない．入力ストリームの n 桁目を読み込んだ段階で，M がある文字 k を出力したとしよう．

M は x ÞÑ 3x を計算しているはずなので，k “ 1 であるか k “ 0 であり，その後に小数点とそ

れ以下の値が続くはずである．もし k “ 1だったとしたら，入力ストリームの n` 1桁以降が何

であろうと，M は 1以上の実数を記述する．しかし，n` 1桁目以降ずっと 0を返すストリーム

αを考えると，rαsbin ă 1{3であるから，fprαsbinq ă 1 ď rttMuupαqsbin となり，M は f を正し

く計算できていない．もし k “ 0だったとしたら，入力ストリームの n` 1桁以降が何であろう

と，M は 1以下の実数を記述する．しかし，n` 1桁目以降ずっと 1を返すストリーム αを考え

ると，rαsbin ą 1{3であるから，fprαsbinq ą 1 ě rttMuupαqsbin となり，M は f を正しく計算で

きていない．よって，x ÞÑ 3x が 2 進小数表現の下では計算不可能であることが示された．以上

より，r¨sbin が他の表現と同値でないことが示されるが，既に ď r¨sbin ď r¨sA は示してあるから，

r¨sA ę r¨sbin を得る．

この定理の興味深いところは，悪い表現，というものにも複数の方向性があり，表現の還元可

能性概念がそれを明示してくれる点にある．つまり 2進小数表現は，要求が厳しすぎる表現であ

り，素朴コーシー表現は，要求が甘すぎる表現であると言える．

豆知識. 本節で述べた実数の計算モデルは，厳格実数計算 (exact real computation), 誤差なし実数計算

(error-free real computation), あるいは任意精度計算などとも呼ばれる．最近は，幾つかのプログラミング

言語で厳格実数計算用のライブラリが少しずつ充実しつつあるようだ．
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第 4章

計算可能解析学

§ 1. 量化記号とゲーム
第??節では，いくつかの論理式の実現可能性について議論した．ここまでに，実数の表現を導

入してきたので，これによって実数論や実解析学に関する数学的定理の実現可能性について議論

することができる．しかし，実数論や実解析学の定理の実現を議論するにあって少し困難な点が

ある．実数論や実解析学の定理となると，厳密に論理式で記述しようとすると，量化の入れ子が多

く，分析がかなり面倒くさい．たとえば，実数論を代表するものとして，「ε-δ 論法」がある．「ε-δ

論法」が具体的に使われる基本的な例として，たとえば連続性の定義であろう．関数 f : R Ñ R
が連続である，という文は次によって表される．

p@x0qp@ε ą 0qpDδ ą 0qp@xq r|x´ x0| ă δ Ñ |fpxq ´ fpx0q| ă εs.

なんと，連続である，ということを書くだけで，@と Dが合計 4つも出現する．単に関数が連

続である，と述べるだけでこれなのだから，連続関数の性質を議論する際は更に多くの量化記号

が出現するであろう．すると，実現可能性の定義に従って，実解析の定理が実現可能かどうか分

析するのは骨が折れそうである．

■ゲーム意味論: 量化記号の分析のために便利な道具は，ゲーム (game)である．たとえば，簡単

な例として，1手詰みの詰将棋を考えよう．「1手詰み」とは，上手く駒を打てば，こちらの勝利

が確定する，ということである．もう少し細かく言えば，「勝利が確定する」というのは，相手が

次の駒をどう打とうとも，こちらが上手く駒を打てば相手の王将または玉将を奪える，というこ

とである．これを抽象的に記述すれば，

Dx@yDz Apx, y, zq

と書ける．ここで x, y, z, Aは，次を意味する．

• xは我々がどの駒を盤面のどの位置に打つかの指定である．

• y はそれに対応して，相手がどの駒をどの位置に打つかの指定である．

• z はそれに応じて，我々がどの駒を盤面のどの位置に打つかの指定である．

• Aは各手が将棋のルールに従っており，王将または玉将が取られた状態を表す文である．
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このように，1手詰めの詰将棋は 3つの量化記号を持つ文として記述できる．普通の詰将棋は最

低でも 3手詰めであり，通常はそれ以上であろう．その場合の，量化記号 @と Dの数はとんでも

ない量となる．詰将棋を嗜む人は，ε-δ 論法よりも果てしなく難しい問題を普段から取り扱ってい

るということである．

逆に，量化記号を使って書かれた文は，@さんと Dくんの 2人のプレイヤーによる完全情報ゲー

ムとして解釈されることが，論理学や計算機科学などでは古くから標準的である．たとえば，量

化記号が複雑に入り混じった論理式として，

@a Db@c@d De Bpa, b, c, d, eq

を考えよう．これは次のようなゲームとして図示できる．

1手目 2手目 3手目 4手目 勝利条件
@ a c, d Bpa, b, c, d, eqは偽
D b e Bpa, b, c, d, eqは真

このゲームは，次の意味で，上に記述した論理式を特徴づける．

@a Db@c@d De Bpa, b, c, d, eqは真である ðñ 後手の Dくんが必勝戦略を持つ．

このような @さんと Dくんのゲームは，ヒンティッカ・ゲーム (Hintikka game)と呼ばれたり

する．複雑に入れ子になった量化記号をゲームとして理解しようという発想は歴史が長く，1950

年頃に遡る．といっても，ヒンティッカによるゲーム意味論は，非線形な量化（分岐量化子）と

いった極めて複雑な量化子の分析のために誕生したものであり，本稿で語るような線形かつ有限

な量化子をゲームと考える試みであれば，1950年よりも遥かに古いかもしれない．

1.1. 数列の極限

■極限ゲーム:

数列 pxnqが xへ収束する，という文は以下のように定義されていた．

p@ε ą 0qpDkqp@n ě kq |x´ xn| ă ε.

数列 pxnqの xへの収束性に対応するヒンティッカ・ゲームを図示しよう．

1手目 2手目 3手目 勝利条件
A ε ą 0 n ě k |x´ xn| ě ε

B k |x´ xn| ă ε

上の図が意味していることは，先手の Aさんが初手で実数 ε ą 0を打つ．続いて，後手の B さ

んは自然数 k を選び，最後に Aさんが n ě k を選ぶ．もし |x ´ xn| ă εならば B さんの勝利，

さもなくば Aさんの勝利，ということである．すると，次が成立する．

pxnqが xに収束する ðñ 後手の B さんが必勝戦略を持つ．
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そうすると，数列 pxnqが xへ収束することを証明するために何をすればいいだろうか．答えは

次である．

pxnqの xへの収束性を証明する ðñ 後手の B さんの必勝戦略を作る．

実際には，我々は収束先を具体的に求めさせられることも多い．この場合，B さんは先手とな

り，収束先 xを初手で答える必要がある．これをヒンティッカ・ゲームとして表すと次のように

なる．
1手目 2手目 3手目 4手目 勝利条件

A ε ą 0 n ě k |x´ xn| ě ε

B x k |x´ xn| ă ε

■収束性証明の例: それでは，p 1n qが 0に収束することを証明しよう．このヒンティッカ・ゲー

ムは，次のように表される．

1手目 2手目 3手目 勝利条件
A ε ą 0 n ě k |0´ 1

n | ě ε

B k |0´ 1
n | ă ε

我々は後手 B さんの戦略を記述すればよい．まず，先手の Aさんが初手に ε ą 0を打ってきたと

する．我々は「B さんが次にどんな手を打てば勝てるか」を考えなければならない．ここは一般

には，たとえば将棋やチェスの対局のときのように，頭を捻る必要がある．今回の場合は，好きな

自然数 k ą 1
ε を取ってくればよい．すると，Aの次の手 n ě k が何であれ，以下のように B の

勝利が確定している．

B の第 2手 k ą 1
ε Aの第 3手 n ě k

1
n ă ε

B の勝利 |0´ 1
n | ă ε

■コーシー列:

数列の極限の存在というだけでなく収束先まで求めるためのゲームは，4手詰めである．一方，

数列の極限の存在を示したいだけで極限値を求める必要がない場合には，数列がコーシー列であ

ることを示すだけで十分である．数列 pxnqがコーシー列である，という文は以下のように定義さ

れていた．
p@ε ą 0qpDkqp@n,m ě kq |xn ´ xm| ă ε.

この場合のゲームは，以下のように 3手詰めである．

1手目 2手目 3手目 勝利条件
A ε ą 0 n,m ě k |xn ´ xm| ě ε

B k |xn ´ xm| ă ε

ここで，3手目において，Aさんは 2つの数の対 pn,mqを打つこととなる．コーシー列と収束

列の同値性から，上記のゲームについて，次が成立する．

pxnqは収束列である ðñ 後手の B さんが必勝戦略を持つ．
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1.2. 関数の連続性

■連続性ゲーム:

関数 f が点 x0 で連続である，という文は次によって表される．

p@ε ą 0qpDδ ą 0qp@xq r|x´ x0| ă δ Ñ |fpxq ´ fpx0q| ă εs.

これに対応するヒンティッカ・ゲームは以下のように図示できる．

1手目 2手目 3手目 ルール 勝利条件
A ε ą 0 x |x´ x0| ă δ |fpxq ´ fpx0q| ě ε

B δ ą 0 |fpxq ´ fpx0q| ă ε

これまでと同様に，以下が成立する．

f は x0 で連続である ðñ 後手の B さんが必勝戦略を持つ．

単純に f が連続であることを証明したい場合は，全ての x0 に対して，上のゲームで B さんが

必勝戦略を持つことを示せば良い．ここで注意点としては，x0 は Aさんが選ぶという点である．

1手目 2手目 3手目 ルール 勝利条件
A x0, ε x |x´ x0| ă δ |fpxq ´ fpx0q| ě ε

B δ |fpxq ´ fpx0q| ă ε

■連続性の証明例:

それでは fpxq “ |x|という関数が連続であることを証明しよう．我々は B さんが Aさんに勝

つ方法を教えてやればよい．1手目に Aさんは x0, εを選ぶ．第 2手で B さんはどの手を出すべ

きだと教えてやればいいだろうか．今回の場合は単純で，「δ “ εで大丈夫だよ」と教えてあげよ

う．第 3手で Aはルール |x´ x0| ă δ “ εを遵守するような xを選んでくるはずである．いま，

ゲームは以下のように進行している．

1手目 2手目 3手目 ルール 勝利条件
A x0, ε x |x´ x0| ă ε ||x| ´ |x0|| ě ε

B ε ||x| ´ |x0|| ă ε

Aがルール |x´ x0| ă εを遵守している限り，B の勝利条件 ||x| ´ |x0|| ă εを満たすことは容

易に確かめられるであろう．よって，B が勝利するから，fpxq “ |x|は連続である．

■連続性の計算論的意味:

この連続性ゲームの意味を計算理論の目線から再考察しよう．まず，たとえば次の状況設定を

考えよう．

• コンピュータでは実数を直接的には扱えないので，適当に近似する必要がある．
• 有理数入力 x P Qに対して，値 fpxqを任意に近似する方法を知っている．

• Aさんは，関数 fpx0qの値を求めたい（ここで x0 は有理数とは限らない）．
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そういうわけで，Aさんは fpx0qの値を求めたいが，正確な数値というよりは，fpx0q ˘ εの範

囲での値を求めれば十分であるとしよう．すると，連続性ゲームにおける Aさんと B さんの役割

を以下のように要約される．

Aさん: fpx0qの値を任意の精度で近似したい．

B さん: どうやれば fpx0qを近似できるかを Aさんに伝える．

B さんが必勝戦略を持つ，つまり Aさんがどんな精度を要求しても，ε-近似方法を答えられる

ならば，関数 f は点 x0 で連続であるということである．この観点では，ゲームの流れは以下のよ

うに説明できる．

Aさんの初手 εは，「わたしは fpx0qの ε精度での近似値が知りたい」という宣言である．Aさ

んは有理数値 x に対しては fpxq を求める方法を知っているが，x0 は無理数かもしれないので，

fpx0qを求める方法は分からない．しかし，「x P Qが十分 x0 に近ければ，fpxqは fpx0qに十分

近い」ことを期待できる．それでは，xが x0 にどれくらい近ければ，fpxqが fpx0q ˘ ε範囲内に

入ってくれるだろうか．Aさんには分からないので，B さんに助言を仰ぐことにする．すると，B

さんが第 2手で δを打ってくるであろう．これは B さんが「x0 ˘ δの範囲内の有理数 xを入力し

てみなよ」と Aに助言しているということを意味する．助言に従って，第 3手で Aさんは x0 ˘ δ

の範囲内の有理数 x P Qを打つ．これはもちろんルール |x´ x0| ă δ を遵守しているから問題な

い．もし B が必勝戦略を持っていて，それに従って正しく δ を選んでいれば，B は必勝なのであ

るから，Aが 1手目の εと 3手目の xとして何を選んでいたとしても，B が勝利しているはずで

ある．つまり，B の勝利条件 |fpx0q ´ fpxq| ă εが満たされている．以上の議論をまとめよう．

第 1手 Aは「出力 fpx0qを精度 εで求めたい」と宣言する．
第 2手 B は「入力 x0 を精度 δ で入力すればいけるよ」と教える．
第 3手 Aは x0 と誤差 δ の範囲内の有理数 x P Qを選び，fpxqを求める．
勝利条件 B が勝利しているので，B の勝利条件から，fpxqと fpx0qの誤差は ε程度しかない．
結論 そういうわけで，Aは無事に出力 fpx0qを精度 εで求めることができた．

つまり，関数の連続性とは，関数の任意精度近似可能性というものにおおよそ対応する．この

ように，連続性とは「関数のグラフが連続的に繋がっている」というよりも，図形的な意味は忘れ

て「関数の任意精度近似が可能である」と考える方が，連続性の定義の理解として有効であるこ

とがしばしばある．

豆知識. この事実をもってして，「計算可能関数は必ず連続である」という主張が解析学における計算可能性

理論の基本定理となっている．しかし，初学者の中には，この「計算可能性解析学の基本定理」に違和感を

抱く人もいるようである．そのひとつの理由としては，「計算論というものは離散的な数学である」といった

不正確なイメージが一般的には植え付けられており，さらに「『離散』と『連続』が対極にある」という漠然

とした印象を持っている人が多いからであろう．しかし，「離散」と「連続」が相反するものであるというの

は，ある意味では誤りである．なぜかといえば，位相空間論の基本的な事実であるが，「離散空間上の全ての

関数は連続」だからである．この観点に基づくと，離散的な計算理論が容易な理由は，離散空間こそが最も

多くの連続関数を持つ空間であるからである，と解釈できる．一方，離散空間から離れれば離れるほど連続

関数が減り，それ故に計算論の展開が難しくなっていく．

離散空間 ùñ 連続関数が多い ùñ 計算論の展開が容易．
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離散から程遠い空間 ùñ 連続関数が少ない ùñ 計算論の展開に工夫が必要．

§ 2. 解析学における計算可能性と不可能性

■構成的とは何か: さて，初等解析学の定理群の興味深い点は，「微妙に非構成的」であるという

部分である．つまり，真の選択公理が必要なほど超越的というわけでもないが，ある程度の無限

的な論法を要する．たとえば，本稿で挙げる初等解析学の定理については，選択公理なしの集合

論 ZFと比べてさえミジンコみたいな超弱い体系である ACA0 で全て証明できる．一方で，そん

なミジンコ理論である ACA0 もそれほど極端に弱いわけではない．ACA0 ですら停止問題のよう

な理論的に絶対に計算不可能な集合や関数の取り扱いができるという点を考慮に入れれば，地に

しっかりの足に付いた日常的な観点から言えば，ACA0 の時点で既に非構成的で超越的すぎるとも

言えるだろう．しかし，あまり ACA0 やら RCA0 やら EL0 だのといった摩訶不思議な謎の記号を

出しすぎても，初学者の理解の妨げになるだけであろうから，ここからはもう少し具体的な話に

移りたい．

■初等解析学の計算可能性と不可能性: 「構成的」という概念を厳密に記述するのは難しいし，

あまり一般的すぎてもイメージを掴みづらいので，ここでは「構成的」の一種である「計算可能」

に焦点を絞って議論しよう．ただし，あくまで計算可能性は構成的概念の特殊例であり，計算可

能性以外にも様々な構成的概念がある．

計算可能性には厳密な数学的定義があるが，計算論の講義ではないので，ここでは説明しない．

しかし，ほとんどの現代人が感覚的に持っている「コンピュータ・プログラムを用いて現実に具

体的に計算できるもの」程度の漠然とした理解でも，ここから先の理解にさほど影響は及ぼさな

いであろう．ただし，ここからの議論には全てに厳密な数学的定義があり，曖昧さなど欠片もな

いという点だけは，頭に留めておいて欲しい．

さて，実数はコーシー列の同値類として構成する方法があった．実際には，有理数のコーシー

列のみを考えれば十分である．さて，有理数は分子と分母を表す整数の対として表現できるので，

有理数列，有理数上の関数の計算可能性の定義などは明白であろう．すると，計算可能実数とは，

有理数の計算可能なコーシー列（の同値類）として導入するのが妥当かと思われる．それでは，計

算可能なコーシー列とは何か，という議論に移ろう．まず，pxnqnPN がコーシー列であるとは，以

下のゲームにおいて Eが必勝戦略を持つことであった．

1手目 2手目 3手目 勝利条件
A ε ą 0 n,m ě k |xn ´ xm| ě ε

E k |xn ´ xm| ă ε

実数 εは有理数だけを考えれば十分であるし，更に言えば，自然数 s P Nに対して ε “ 2´s の

形のものだけ考えれば十分である．つまり，有理数列 pqnqnPN がコーシー列であるとは，以下の
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ゲームに Eが必勝戦略を持つことである．

1手目 2手目 3手目 勝利条件
A s n,m ě k |qn ´ qm| ě 2´s

E k |qn ´ qm| ă 2´s

そうすると，有理数列 pqnqnPN と上記のコーシー性ゲームにおける E の必勝戦略 S の対
ppqnqnPN,Sqが実数を表現している．この考えを発展させて，計算可能な有理数列 pqnqnPN と，こ

の列に対するコーシー性ゲームにおける Eの計算可能な必勝戦略 S の対 ppqnqnPN,Sqが計算可能
実数を表現していると考えるのである．

他にも計算可能実数の同値な定義はたくさんある．最もよく見かける定義としては，急収束

(rapidly convergent)する有理コーシー列を使うものがある．別の定義としては，計算可能デデキ

ント切断を使うものもあるし，他にも色々な方法がある．いずれも基本的には同値になるが，こ

こでは詳細は省略する．

さて，計算可能実数を有理数列とコーシー性ゲームの計算可能必勝戦略の対として取り扱うと

いう発想は，他の概念にも適用可能である．つまり，ここまでで取り扱った様々なゲームに対し

て，「Eの計算可能な必勝戦略の存在」として，それぞれの概念の計算可能版を定義できる．

たとえば，関数 f : RÑ Rが点 x0 で計算可能連続であるということを，Eが以下の連続性ゲー

ムに対して計算可能な必勝戦略を持つこととして定義することは妥当かと思われる．

1手目 2手目 3手目 ルール 勝利条件
A s P N q P Q |q ´ x0| ă 2´t |fpqq ´ fpx0q| ě 2´s

E t P N |fpqq ´ fpx0q| ă 2´s

計算可能連続関数は，伝統的に，単に計算可能関数と呼ぶことが多い．

2.1. 単調収束定理

単調収束定理とは，実数の有界単調列には極限が存在する，という定理であった．計算可能な

実数の有界単調列が与えられたとき，その極限の任意精度近似を計算可能な方法で求めることが

できるだろうか．実は，それは不可能であるということが 1940年代には既に知られていた．

定理 2.1. 計算可能な極限を持たないような計算可能な有理数の有界単調列が存在する．

このような列は，スペッカー列 (Specker sequence)としてよく知られている．証明は計算論を

知っていれば極めて簡単で，計算可能性理論における最も初等的な定理の 1つである．

Proof (定理 2.1). 集合 A Ď Nに対して，ρA を次によって定義される実数とする．

ρA “
ÿ

nPA

2´n.

集合 A が空であるか，ある計算可能関数 f : N Ñ N の像であるとき，A は計算可枚挙
(computably enumerable)あるいは再帰的可算 (recursively enumerable)と呼ばれる．集合 Aが
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計算可枚挙ならば実数 ρA は計算可能な有理数の有界単調増大列の上限であることは自明であろ

う．一方，計算不可能な計算可枚挙集合が存在することはよく知られている．たとえば，Aを停

止問題とすればよい．このとき ρA が計算不可能であることは明らかである．

■位相空間論的解釈: 単調収束定理の非構成性を計算論を知らない人にも説明する方法がある．

B Ď RN を実数の有界単調列全体の集合とする．RN にはユークリッド空間の積位相が入っている

ものとし，B Ď RN にはその相対位相を入れる．すると，単調収束定理から，次の関数を考える

ことができる．
L : B Ñ R; LppxnqnPNq “ lim

nÑ8
xn.

スペッカー列の存在証明は，この関数 L : B Ñ Rが不連続関数であることを示しているのに極
めて近い．連続性と任意精度近似可能性とは同値であったから，つまり，関数 L : B Ñ Rを任意
精度で近似することは不可能である．特に，Lは計算不可能である，つまり，実数の有界単調列

の極限値をコンピュータによって任意精度で近似する一般的な方法は存在しない．

豆知識. 補足であるが，連続関数の各点極限として書ける関数はベール 1 級 (Baire class one) であると言

われる．つまり，関数 Lは連続でないベール 1級関数の具体例である．また，Lの定義域を有界単調増大列

に制限すれば，下半連続 (lower semicontinuous)となり，有界単調下降列に制限すれば，上半連続 (upper

semicontinuous)となる．実際，単調収束定理の構成的証明の非存在は，連続でない半連続関数の存在とい

う有名な事実とほぼ同等である．

ちなみに計算可能な単調増大実数列の極限として書ける実数は，下半計算可能 (lower semicomputable)

と呼ばれ，計算可能な単調減少実数列の極限として書ける実数は，上半計算可能 (upper semicomputable)

と呼ばれる．スペッカー列の存在は，計算不可能な下半（上半）計算可能実数の存在を意味する．

2.2. 有界性定理

f に対する一様連続ゲームに対して B が計算可能な必勝戦略を持つとき，f は計算可能一様連

続であるという．次はコンパクト性を用いて容易に示せる．

定理 2.2. f が有理端点を持つ有界閉区間上の計算可能関数ならば，計算可能一様連続である．

上では，定義域を有理端点を持つ有界閉区間上としているが，現代的な用語を用いれば，計算可

能コンパクト集合ならば何でもよい．さて，有界性定理の計算可能版を示そう．有界性定理のよ

く知られた証明では，ボルツァノ・ワイエルシュトラスの定理を用いるものが多い．しかし，ボ

ルツァノ・ワイエルシュトラスの定理はかなり非構成的な定理であることが知られており，これ

を用いると，計算可能性などの構成的成分は失われてしまう．一方，有界性定理については，非

構成的な手法を用いずとも，以下のように容易に示せることがよく知られている．

定理 2.3 (計算可能有界性定理). f を計算可能一様連続関数とする．もし f の定義域が計算

可能な上限と下限を持つ有界区間ならば，f の値域は計算可能な上限と下限を持つ．
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Proof. f を有界集合 S 上の計算可能一様連続関数とする．Eは f に対する一様連続ゲームの計算

可能な必勝戦略を用いて，以下のようにゲームを進める．

1手目 2手目 3手目 ルール 勝利条件
A 2´k x, y |x´ y| ă δk

E δk |fpxq ´ fpyq| ă 2´k

したがって，定義域の有界集合 S を長さ δk 未満の部分区間 pIjqjănk
の和として書き表せば，

各 Ij 上で f の値は高々 2´k の内部に収まる．xk,j “ min Ij とする．明らかに，

p@x P SqpDj ă nkq |fpxq ´ fpxk,jq| ă 2´k

が成立するから，Mk “ maxjănk
fpxk,jq ` 2´k および mk “ minjănk

fpxk,jq ´ 2´k は f の値

域のそれぞれ上界と下界をなす．さらに，

M :“ lim
kÑ8

Mk “ suptfpxq : x P Su, m :“ lim
kÑ8

Mk “ inftfpxq : x P Su

であることは容易に確かめられるであろう．

上の定理において，もし f の定義域が有界閉集合であれば，上のM とmは実際に f の値域の

最大値および最小値となるから，つまり f の値域の最大値と最小値は計算可能である，というこ

とである．しかし，これはあくまで出力先の計算可能性を述べるのみであり，最大値および最小

値を達成する入力が具体的に何であるかを見つけるのは一般には計算不可能である，というもの

が次に述べる最大値・最小値定理の非構成性（定理 2.4）である．

2.3. 最大値・最小値定理

最大値・最小値原理または極値定理 (extreme value theorem)とは，有界閉区間を定義域とす

る実連続関数は最大値または最小値を取る，というものである．

定理 2.4. どんな計算可能実数上でも最大値・最小値を取らないような計算可能関数 f :

r0, 1s Ñ Rが存在する．つまり，どんな計算可能実数 x P r0, 1sに対しても，fpaq ă fpxq ă

fpbqとなる a, b P r0, 1sが存在する．

■数学基礎論的証明: 最大値・最小値原理が非構成的であることの証明については様々なものが

知られているが，ここではゲーデルの不完全性定理を利用した証明を紹介しよう．以下の過程は，

再帰的公理化可能な理論 T が計算可能関数 F に変貌する様を描写する．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .　　
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　 0 と 1 の無限列の集合 t0, 1uN と 3 進カントール集合 C Ď r0, 1s が同相であることはよく知られてい

る*1ので，同相写像 α ÞÑ pα : t0, 1uN Ñ C を固定しよう．実際には，カントール集合の構成を模倣すれば，

有限列 σ P t0, 1u˚ に対して区間 pσ Ď r0, 1sが対応する．

さて，0と 1の無限列 α P t0, 1uN が与えられたとき，αpnq “ 1によって『n番目の文は真である』を表

し，αpnq “ 0によって『n番目の文は偽である』を表す．各無限列 αに対応する実数 pα P r0, 1sに対して，

F ppαq “ 0 ðñ 理論 T は αと矛盾しない

を成立させるような計算可能関数 F を構成しよう．F を近似する有理折れ線の列 tFnunPN は以下の手続き

によって描かれる．

F1:

p0 p1

F2:

x00 x01 x10 x11

F3:

y000 y001 y010 y011 y100 y101 y110 y111

F4:

【Fn の構成】

1. 長さ nの各列 σ P t0, 1un について，Fn´1 の構成までに T ` σ の矛盾を証明していたか？

YES: 区間 pσ 上の Fn の値は Fn´1 と等しい．

NO: ステップ 2に進む．

2. 長さ n以下の証明で，T ` σ から矛盾を導くものは存在するか？

YES: 区間 pσ 上 Fn の値を 2´n と指定する．

NO: 区間 pσ 上 Fn の値を 0と指定する．

3. Fn は以上より生成される有理折れ線である．

主張．T が無矛盾ならば，各 Fn は零点を持つ．

証明．理論 S が無矛盾ならば，任意の文 φに対して，S ` φまたは S ` ␣φの一方は無矛盾である．よっ

て，帰納的に，長さ nの列 σ P t0, 1un で，T ` σ が無矛盾なものを得ているならば，T ` σ0または T ` σ1

の一方は無矛盾である．したがって，対応する区間 pσi上，Fn`1 は値 0を返す．

主張．T が無矛盾ならば，F は零点を持つ．

証明．F が零点を持たないならば，tF´1
n p0, 1sunPN は r0, 1sの開被覆である．閉区間 r0, 1sのコンパクト性

より，有限部分被覆 tF´1
n p0, 1sunďk が存在する．F´1

n p0, 1s Ď F´1
n`1p0, 1sであるから，F

´1
k p0, 1sは r0, 1s

を被覆する．言い換えれば，Fk は零点は持たない．これは前主張に矛盾する．

　 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 　　

F の各零点 pαは，T を含む無矛盾かつ完全な理論 Tα “ T ` αに相当する．T がロビンソン算

*1 歴史的にはカントール集合は当初は反例として用いられたものである．しかし，ここで述べたように，無限語の空
間と同相であるなど，様々な文脈でカントール集合が最も基本的なオブジェクトとして自然に現れることが次第に
判明した．このため，いくつかの分野では，今日ではカントール集合はむしろ「最も自然な空間」のひとつとして
扱われている．ユークリッド空間などよりもカントール集合の方が自然で基本的な数学的対象だと言う人も多いで
あろう．
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術を含むならば，Tα はロビンソン算術を含む無矛盾かつ完全な理論であるから，ゲーデルの不完

全性定理より，Tα は再帰的公理化可能では有り得ない．言い換えれば，pαは計算不可能点である．

さて，F の最小値は 0であるから，F の最小値を見つけるのは F の零点を見つけることに他な

らないが，これは上記の議論より計算不可能である．最大値については，区間 r1, 2sで F を上下

反転させたものを貼り合わせた後，定義域を半分に縮めれば，目的の関数が得られることは容易

に分かるだろう．

■位相空間論的解釈: 最大値・最小値原理の非構成性は，位相空間論的には次のように解釈できる．

関数空間 Cpr0, 1s,Rqにはコンパクト開位相が入っているものとする．関数 f : r0, 1s Ñ Rが与え
られたとき，max f “ tz : fpzq “ maxxPr0,1s fpxquおよび min f “ tz : fpzq “ minxPr0,1s fpxqu

と定義する．極値定理によって，max f も min f も空でないことが保証される．さて，極値定理

を実現する次の関数を考えよう．

E : Cpr0, 1s,Rq Ñ r0, 1s; Epfq P max f Ymin f.

もちろん，最大値・最小値は複数存在し得るので，上の条件を満たす E は一意ではない．しか

し，上の定理の証明が実際に導いていることは，上の条件を満たす連続関数 E は存在しない，と

いうことである．つまり，

最大値・最小値定理を実現するどんな関数 E : Cpr0, 1s,Rq Ñ r0, 1sも必ず不連続である

ということである．

今回の場合のような解が一意でない問題に関して，厳密に言えば，このような位相的解釈するの

はあまり適切ではない．（非構成性証明はこの位相的解釈よりも遥かに強いことを言っている！）

しかし，計算論や構成的数学に馴染みがない人が，構成不可能性のイメージをぼんやりと掴むに

は，このような位相空間的解釈が理解しやすいと思われる．

特に，有界閉区間上の与えられた実連続関数の最大値・最小値をコンピュータによって任意精

度で近似する一般的な方法は存在しない．

豆知識. しかし，実を言うと，極値定理を実現する E について，単調収束定理のときの不連続関数 Lより

も「不連続度」は低い．この不連続度の低さは，証明に必要な公理，という観点でも，単調収束定理よりは

容易である，という点に反映される．与えられた数学の定理を証明するのに必要可能な公理を調べる逆数学

(reverse mathematics)と呼ばれる分野がある．単調収束定理は ACA0 と同値であるのに対し，極値定理は

それより真に弱いWKL0 と同値であることが容易に確かめられる．単調収束定理も極値定理もいずれも非構

成的な定理であるが，構成不可能性というものにもレベルがあるのである．

2.4. 近似的な最大値・最小値定理

最大値・最小値定理は非構成的であると述べた．しかし，ある意味で，最大値・最小値定理に

は，構成版と呼ばれるものが存在する．つまり，最大値・最小値を達成する入力を計算するのは

諦めたとしても，最大値・最小値 ˘εを達成する入力を計算することを試みることはできる．
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定理 2.5 (近似的最大値・最小値定理). f : r0, 1s Ñ R を計算可能関数とする．与えられた
k P Nに対して，次の条件を満たす有理数 x0 と x1 を返す計算可能関数が存在する．

|fpx0q ´ min
xPr0,1s

fpxq| ă 2´k, |fpx1q ´ max
xPr0,1s

fpxq| ă 2´k.

通常の最大値・最小値定理との違いを明確にするために，この定理をゲームとして解説しよう．

まず，関数 f に対する通常の最大値・最小値定理をゲームとして表すと以下のように書ける．

1手目 2手目 勝利条件
A a fpaq ă fpx0q or fpx1q ă fpaq

E x0, x1 fpx0q ď fpaq ď fpx1q

つまり，Eさんは最大値を達成する x1 と最小値を達成する x0 の候補を持ってきて，それが本

当に正しければ Eさんの勝利ということである．Eさんは一般にはこれに対する計算可能な必勝

戦略を持たない，というのが先に述べたことであった．

一方で，定理 2.5のような近似的最大値・最小値定理ゲームを考えよう．近似的最大値・最小値

定理ゲームでは，Eさんは |fpx1q´maxa fpaq| ă εおよび |fpx0q´mina fpaq| ă εとなる x0, x1

を見つけてくれば勝ちである．この式は，任意の a P r0, 1sについて fpx0q´ε ă fpaq ă fpx1q`ε

となることと同値であるから，次のゲームを考えればよい．

1手目 2手目 3手目 勝利条件
A ε ą 0 a fpaq ď fpx0q ´ ε or fpx1q ` ε ď fpaq

E x0, x1 fpx0q ´ ε ă fpaq ă fpx1q ` ε

Proof (定理 2.5). 上記ゲームに対する計算可能な必勝戦略が存在するということを示すために，

2´k ă ε なる k を取ってくる．計算可能有界性定理 2.3 の証明における Mk と mk を実現する

xk,j をそれぞれ x1, x0 とすれば，これが必ず Eの勝利条件を満たすことは容易に分かる．

さて，最大値・最小値定理と近似的最大値・最小値定理の違いは何であろうか．近似的定理で

は，我々は εに対して，fpxεqが極値を ε-近似するような xε を見つけてくることができた．しか

し，それは xε の近くに本当の極値が存在することを意味しない．つまり，もし精度を少し上げる

と，xε の近くには極値が一切ないということが判明するかもしれない．つまり，精度 εを修正す

る度に，全く別の場所にある実数 xε を取ってくる必要性に迫られる．実際，最大値・最小値定理

の非構成性が述べていることは，このような極値の任意精度近似不可能性であり，つまりは，精

度を変えると，絶対にこのような実数の完全な選び直しを行わなければならない．

最大値・最小値定理のように，計算可能性あるいは任意精度近似可能性の意味では成立しない

が，定理 2.5のような，いわゆる「その場しのぎ近似」型の構成的定理は成立する，というものは

多々ある．応用上は「その場しのぎ近似」型の構成的定理で十分であることも多い．

近似的最大値・最小値定理のような「その場しのぎ近似」型の主張は，論理的には元の主張とは

異なることに注意しよう．たとえば，ブラウワーの不動点定理の構成的証明は絶対に存在し得な
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いということが数学的に証明されている一方で，ブラウワーの不動点定理の構成的証明と呼称さ

れる何かが色々と知られている．

2.5. 中間値の定理

中間値の定理は，初等解析学の定理の中ではそこまで非構成的ではない部類の定理であり，実

際，以下のような計算可能版が存在する．

定理 2.6 (計算可能中間値の定理). f : r0, 1s Ñ Rを fp0q ă 0 ă fp1qとなる計算可能関数と

する．このとき，fpxq “ 0となる計算可能実数 x P r0, 1sが存在する．

Proof. f´1t0u が有理数を含むならば，有理数は計算可能実数であるから，主張は成立する．

f´1t0uが有理数を含まない場合は，通常の中間値の定理のように，一点に収束する部分区間の無

限下降列を得るが，これは収束先の実数を任意精度近似しているので，主張を得る．

上の証明の難しい点は，f´1t0uが有理数か否かという非構成的場合分けを含むところにある．

与えられた実数が有理数か否かで場合分けをするという操作とは，すなわちディリクレの関数

χQ “ lim
k

lim
j

cospk!πxq2j “

#

1 if x P Q,
0 if x P RzQ

を証明に合成することであり，そしてディリクレの関数が連続関数から程遠いことは皆もよく知っ

ている．場合分けが連続ではないから，定理の解 xを求める流れを任意精度近似ではシミュレー

トすることができない．この事実が導くことを明らかにするために，以下の中間値の定理ゲーム

を考えよう．
1手目 2手目 ルール 勝利条件

A f fp0q ă 0 ă fp1q fpxq ­“ 0

E x fpxq “ 0

計算可能中間値の定理 2.6が述べることは，計算可能な f 毎に，Eさんが勝利するような計算

可能な xが存在するということを述べる存在証明であり，具体的な xの計算方法が分かるとは限

らない．そして，証明中の非構成的場合分けは，実際に除去不可能であることが分かり，Eさんは

中間値の定理ゲームの計算可能な必勝戦略を持たないことが証明できる．

定理 2.7 (中間値の定理の一様計算不可能性). fp0q ă 0 ă fp1q となる計算可能関数

f : r0, 1s Ñ Rに対して，fpxq “ 0となる x P r0, 1sを見つける計算可能なアルゴリズムは存

在しない．

この証明は，定理 2.4と同様の発想に基づくが，定理 2.7の証明の方が少し易しい．証明の方針

としては，まず，計算可能関数の列 pfe : r0, 1s Ñ RqePN を作る．そして，与えられた e P Nから
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fepxeq “ 0なる xe を見つけるアルゴリズムが存在しないことを示す．定理 2.4のように，数学基

礎論的証明を与えよう．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .　　
■準備: g˘

s , g
´
s , g

`
s : r0, 1s Ñ Rを以下のそれぞれ 4点を結ぶ区分的線形写像とする．

p0,´1q,

ˆ

1

4
,´

1

2s

˙

,

ˆ

3

4
,
1

2s

˙

, p1, 1q

p0,´1q,

ˆ

1

4
,
1

2s

˙

,

ˆ

3

4
,
1

2s

˙

, p1, 1q

p0,´1q,

ˆ

1

4
,´

1

2s

˙

,

ˆ

3

4
,´

1

2s

˙

, p1, 1q

このとき，g´
s pxq “ 0ならば x ă 1

4
であり，g`

s pxq “ 0ならば x ą 3
4
であることは明らかであろう．与

えられた e P Nに対して，計算可能関数 fe : r0, 1s Ñ Rを構成しよう．fe は計算可能関数列 pfe,sqsPN の計

算可能一様極限として与えられ，g`
s , g´

s , または lims g
˘
s のいずれかに収束する．まず，fe,0 “ g˘

0 から開

始する．

■ pfeq の構成: いま，無矛盾な理論 T を固定し，φe を e 番目の論理式とする．fe,s`1 を定義するために，

理論 T における φe または ␣φe のサイズ s 以下の証明図を探索する．s 以前に既にそのような証明図が見

つかっていたならば，fe,s`1 “ fe,s とする．もしサイズ sの証明図の探索の結果，φe の証明が見つかった

ならば，fe,s`1 “ g`
s`1 とする．同様に，␣φe の証明が見つかったならば，fe,s`1 “ g´

s`1 とする．φe と

␣φe のどちらについてもサイズ s以下の証明図が存在しないならば，fe,s`1 “ g˘
s`1 と定義する．このとき，

fe “ lims fe,s と定義する．すると，以下が成立していることは容易に分かる．
$

’

&

’

%

fe “ limsÑ8 g˘
s if T & φe and T & ␣φe,

fe P tg
`
s | s P Nu if T $ φe,

fe P tg
´
s | s P Nu if T $ ␣φe

特に，以下が成立している．
„ˆ

Dx ě
1

4

˙

fepxq “ 0

ȷ

ùñ T & ␣φe,

„ˆ

Dx ď
3

4

˙

fepxq “ 0

ȷ

ùñ T & φe.

■零点の計算不可能性: さて，e ÞÑ fe を構成する計算可能なアルゴリズムは具体的に与えている．もし

fe ÞÑ xe で fepxeq “ 0 なるものを見つける計算可能なアルゴリズムが存在したと仮定しよう．このアルゴ

リズムは xe の任意精度近似を与える．よって，このアルゴリズムに xe ˘
1
8
の間の有理数を尋ねて，q が

返ってきたとしよう．このとき， q ě 1
2
ならば hpeq “ 1とし，q ă 1

2
ならば hpeq “ 0とする．この hは

計算可能である．とくに，

hpeq “ 1 ðñ q ě
1

2
ùñ xe ě

1

4
ùñ T & ␣φe

hpeq “ 0 ðñ q ă
1

2
ùñ xe ď

3

4
ùñ T & φe

であるから，T̂ “ tφe | hpeq “ 1uは T を含む無矛盾かつ完全な理論である．しかし，hが計算可能である

ならば，T̂ が再帰的公理化可能であるということである．もし，T をロビンソン算術を含む無矛盾な再帰的

公理化可能理論として取ってきていたならば，これはゲーデルの不完全性定理に矛盾する．よって，そのよ

うな T に対して，fe ÞÑ xe は計算可能では有り得ない．特に，定理が導かれる．

　 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 　　
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豆知識. 計算可能中間値の定理 2.6をもう少し細かく分析すると，古典逆数学の文脈では，中間値の定理が

RCA0 で証明できることを示せる．一方，直観主義逆数学の文脈では，中間値の定理はある種の非構成的原

理を要求することが分かる．具体的には，中間値の定理は LLPOあるいは Σ0
1-ド・モルガンの法則と呼ばれ

る非構成的原理を導く．

2.6. ロシア学派の構成的解析学

これまで，計算可能関数の定義域として，全ての実数 Rあるいは有界閉区間 r0, 1sなどを取っ
ていた．しかし，我々は計算可能実数値しか入力できないのであるから，計算不可能実数が定義

域に入っているかどうかを気に留める必要はあるだろうか．

同様に，連続性を任意精度近似可能性と捉えた場合，計算可能実数上（あるいは代数的実数）で

任意精度近似できればいいと考えると考えるのは自然だろう．この場合，計算不可能実数は定義

域に入らないかもしれないし，定義域に入ったとしても不連続点になるかもしれない．つまり，計

算不可能な入力 xの近似から fpxqの近似を求めることはできないかもしれない．

しかし，そもそも我々が計算不可能な値を入力することはないから，計算不可能実数が定義域

に入っていようがいまいが，連続点になろうが不連続点になろうが，全く気にする必要はないの

である．これがロシア学派の構成的数学と呼ばれるものの考えである．

■* 計算可能有界性定理・再考: 定理 2.2と 2.3を合わせると，任意の計算可能関数 f : r0, 1s Ñ R
には最大値 maxtfpxq | x P r0, 1suと最小値 mintfpxq | x P r0, 1suが存在し，それらは共に計算

可能であった．一方，ロシア学派の構成的数学のように，計算可能実数入力のみしか気にする必

要がないという考えでは，実は関数 f の有界性すら保証できないのである．

以下，X Ď Rについて，Xcom を X に含まれる計算可能実数全体の集合としよう．たとえば，

r0, 1scom は単位閉区間 r0, 1sに含まれる計算可能実数全体の集合である．

定理 2.8 (有界性定理の不成立). 計算可能関数 f : r0, 1scom Ñ Rで，値域が非有界であるも
のが存在する．

Proof. 関数 F を定理 2.4 の証明で用いた計算可能関数とする．このとき，Hpxq “ 1
F pxq

を考え

よう．任意の計算可能実数 xについて，F pxq ą 0であるから，H は r0, 1scom 上で定義されてい

る．また，F は計算可能なので，F pxq ą 0となる実数 xに対して Hpxq “ 1
F pxq

を計算できる．

つまり，H : r0, 1scom Ñ Rは計算可能である．
一方で，H : r0, 1scom Ñ Rが有界だったと仮定しよう．F の定義より，ある nについて，どん

な文 σ についても，T ` σ の矛盾を導く長さ n以上の証明は存在しないということである．つま

り，長さ nまでの証明を機械的にチェックすれば，T ` σ と T `␣σ が矛盾を導くか否かを確認

できる．よって，計算可能な方法で，矛盾を導かない文を次々に公理として T に加えていくこと

により，T を含む無矛盾かつ完全な再帰的公理化可能理論を作ることができるが，これはゲーデ

ルの不完全性定理に矛盾する．
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実数区間の有界稠密集合上で定義された一様連続関数の値域は明らかに有界であるから，上の

定理の系として，計算可能関数 f : r0, 1scom Ñ R で，一様連続でないものが存在することが分
かる．

■位相空間論的解釈: 位相的には，このトリックは以下のように理解できる．r0, 1scom はあくま

で Fσ 集合であってコンパクトではない．このため，連続関数 f : r0, 1scom Ñ Rで非有界なもの
を構成するだけであれば，位相空間論の簡単な演習問題である．とはいえ，この f として，単に

連続というだけでなく計算可能性を保証するのは，定理 2.8の証明のようにそう簡単ではなかっ

た．というのも，たとえ超越的観点からは r0, 1scom がコンパクトではないということを知ってい

たとしても，ロシア学派の世界にいる人類からは計算可能実数しか見えていない．したがって，

計算論的視点からは r0, 1sと r0, 1scom の区別が付かないはずである．しかし，それにも関わらず，

r0, 1sは計算可能コンパクトであるが，r0, 1scom は計算可能コンパクトでない，ということが成り

立ってしまう．

つまり，現実的には計算可能実数値しか入力できないのだから，計算可能実数値上での連続性

（任意精度計算可能性）のみを要求しておけば十分であろう，と考えていると，このように思わぬ

所で足をすくわれることもあるのである．

§ 3. 実数の非可算性証明
ここまでで見てきたように，不幸にも，実数論や初等実解析の多くの基本定理たちは，計算に

よっては実現できないということが示されてしまう．このように，超越的なものが溢れる実数論

や初等実解析の主張の中で，飛び抜けて構成的なものがある．そのひとつは，実数の非可算性証

明，つまり対角線論法 (diagonal argument)である．つまり，実数論や実解析の主張の中では珍

しく，実数の非可算性証明は有限的な観点，アルゴリズム的な観点から見ても価値のあるもので

ある．これは，計算論的数学や構成的解析学などの分野（つまり排中律を仮定しない数学）では

よく知られている話である．

実数の非可算性の計算論的解釈としては，「計算可能実数全体の計算可能な番号付けは存在しな

い」あるいは「計算可能実数全体は計算的に非可算である」などと言い表されるであろう．ただ，

実数の非可算性証明はそれ以上の情報量を持つ，ということを最初に少しだけ述べておく．

■構成的アルゴリズムとしての対角線論法:

まず，「対角線論法は構成的アルゴリズムである」という観点から一つの例を見ていこう．実数

の非可算性の最も古い応用例としては，1874年のカントールによる超越数の存在証明がある．大

雑把に言えば，これは以下のステップによってなされる．

1. Q-係数多項式は可算種類しか存在せず，零でない Q-係数多項式は高々有限個しか根を持た

ないので，代数的数は可算種類しか存在しない．

2. 一方で，対角線論法によって，実数は非可算に存在する．

3. よって，ほとんどすべての実数は代数的でない，つまり超越数である．
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このカントールの証明は非構成的証明の例として述べられることも多いが，そこは若干微妙な

ところがある．つまり，超越数の存在証明という部分だけを取り出せば，上の各ステップのアル

ゴリズムをすべて理解している人にとっては，このカントールの証明は，超越数を具体的に作る

構成的なアルゴリズムである．

その前に，数学的には，実数とは（収束係数付きの）有理コーシー列の同値類である．つまると

ころ，実数とは，有理数による近似列である，というのが実数の定義であると思ってもよい．さ

て，カントールの証明を計算論的に分析しよう．

1. まず，与えられた Q-係数多項式の根の値を任意精度で近似するアルゴリズム Aを作ること

ができる．また，代数的数の番号付けをするアルゴリズム B を作ることができ，アルゴリ

ズム Aを利用すれば，入力 nに対して，B による番号付けの n番目の代数的数の小数点以

下 n桁目の値を出力するアルゴリズム C を得る．

2. このアルゴリズム C に対角線論法アルゴリズム D を適用すると，つまり，入力 nに対し

て，n番目の代数的数の小数点以下 n桁目の値とは異なる値を出力するアルゴリズム E と

なる．

3. よって，このアルゴリズム E の入力 nに対する出力値を小数点以下 n桁目の値とする実数

を考えれば，つまり E は計算可能な超越数（つまり，ある超越数の任意精度近似アルゴリ

ズム）を具体的に与える．

そういうわけで，カントールの対角線論法による証明は，具体的な超越数を与えるアルゴリズ

ムという側面も持つことが分かった．このように，たとえば計算可能性理論においては，ある性

質を持つ何かを具体的に構成する計算可能なアルゴリズムを作る際に，対角線論法あるいはその

一般化をしばしば利用する．

以上をまとめると，実数の非可算性証明とは，計算論的には，「可算種類の実数のリスト（を生

成するアルゴリズム）を入力として，そのリストには含まれていない実数を出力するアルゴリズ

ム」と考えられる．対角線論法のような「入力を求める構成的論法」は，証明の一部をブラック

ボックスにしてしまうと，何を入力したらよいか分からない，という状況になり，非構成的な証

明に見えてしまうことがある．しかし，証明のすべてのステップを明確にすると，「入力を求める

構成的論法」への入力を具体的に構成することができ，構成的な証明の姿が明らかになる．

カントールの超越数の存在証明と似た立場にある証明の例として，ボレルによる絶対正規数の

存在証明がある．これはいわゆる測度論を用いて，「ほとんどすべての実数は絶対正規数である」

と主張する．これもまたカントールの証明と並んで非構成的証明の例として述べられることがあ

る．しかし，ボレルの証明もまた，絶対正規数の存在証明という部分だけ取り出せば，構成的な

部分があると言えなくもない．ボレルはその辺りを明確にしていないが，後のルベーグによる証

明は，絶対正規数の構成的存在証明を与えているように見える，とされる．ただし，ボレルやル

ベーグがその証明を行った時代には，計算可能性の厳密な定義が与えられていなかったので，具

体的な構成アルゴリズムを与えていると言えるかどうかは議論の余地があるようである．確実な

意味で，絶対正規数の具体的な構成アルゴリズムを実際に書き下したのは，チューリングである．
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チューリングによる絶対正規数の構成的存在証明（絶対正規数の構成アルゴリズム）は，後の時

代に詳細な分析がなされることとなった．チューリングのアルゴリズムは改良に改良を重ねられ，

その後，絶対正規数の構成アルゴリズムの具体的な計算量などについても詳しく議論されている．

■実現可能解釈: 実現可能性の文脈から，数学的に厳密に，実数の非可算性証明について議論し

よう．ところで，実現可能性のコンピュータ科学へのひとつの応用として，「証明からのプログラ

ム抽出」というものが挙げられることがあるようである．筆者はそちら方面についてあまり詳し

くないが，おそらく上で説明したようなものが，「証明からのプログラム抽出」の一例なのだろう

と思われる．

とはいえ，実数の非可算性証明がどれくらいすばらしく構成的であるかは，「非可算」という言

葉をどう定義するかに依存する．代表的な可算性の定義は，以下の 2つである．

1. 集合 X が可算であるとは，ある全射 f : NÑ X が存在することである．

2. 集合 X が可算であるとは，ある単射 f : X Ñ Nが存在することである．

前者は，「X の要素を自然数を用いて数え尽くすことができる」という可算性のアイデアをダイ

レクトに表したもので，最も自然な可算性の定義だと思われる．後者は，「与えられた X の要素

に対して，自然数で重複しないように名前を与えられる」という，これも可算性のアイデアを書

き表したものである．前者は「Nによる枚挙可能性」であり，後者は「Nによる命名可能性」であ
ると表現すると分かりやすいかもしれない．他にも色々な可算性の定義が知られているが，ここ

ではこの 2つだけを考えよう．

もちろん，集合論など強い公理を許す体系であればこの 2種類の可算性が同値であることはよ

く知られている．しかし，そこに構成的観点や計算可能性の観点などを入れると，そうそう簡単

な問題ではなくなる．たとえば，自然数の部分集合の「枚挙可能性」について，計算的に枚挙可能

な集合 A Ď Nは，いわゆる計算量クラス REに相当すると考えられる．一方，自然数の部分集合

の「命名可能性」について，任意の集合 A Ď Nに対して，Aの要素は自明に（恒等関数で）命名
されている．よって，計算論的観点に立てば，枚挙可能性と命名可能性は明らかに別物である．

■全射による非可算性: まず，全射による非可算性について考察しよう．この意味で，実数が非

可算であることは，直観主義論理上の解析学である構成的解析学などでもよく知られている．し

かも，単に実数が「可算でない」というだけでなく，「構成的に非可算」である，というより強い

性質を証明できる．つまり，

X が可算でない ðñ ␣rpDf : NÑ Xqp@x P XqpDn P Nq fpnq “ xs.

X が構成的に非可算 ðñ p@f : NÑ XqpDx P Xqp@n P Nq fpnq ­“ x.

もちろん，この 2つは古典論理上では同値であるが，直観主義論理の上ではそうでもない．「可

算でない」というのは，あくまで「X を数え尽くせない」ことを述べているだけであるが，「構成

的に非可算」というのは，「どんな方法を持ってきても，それが X を数え尽くしていない証拠を

与えることができる」という強い性質である．実数がこの強い非可算性を満たすことを（EL0 な

どの）標準的な直観主義解析学の体系で証明できる．
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また，この計算論的な対応物としては，「可算でない」というのは，「実数を自然数で数え尽くす

計算可能なアルゴリズムは存在しない」というものであり，「構成的可算である」というのは，「実

数を自然数で数え尽くそうとするどんな方法を持ってきても，それが実数を数え尽くしていない

証拠を具体的に計算するアルゴリズムを与えることができる」というものである．実際，通常の

対角線論法などはそのようなアルゴリズムを与えている．

定理 3.1. 与えられた関数 f : NÑ Rに対して，x R tfpnq | n P Nuとなるような実数 x P R
を計算するアルゴリズムが存在する．

■単射による非可算性: つづいて，単射による非可算性である．実はこちらの方が少し難しい．

こちらも（全射的）非可算性と同様に，単に「可算でない」というものと「構成的に非可算」とい

う 2種類が考えられる．つまり，

X が（単射的）可算でない ðñ ␣rpDf : X Ñ Nqp@a, b P Xq rfpaq “ fpbq Ñ a “ bss.

X が構成的に非（単射的）可算 ðñ p@f : X Ñ NqpDa, b P Xq rfpaq “ fpbq ^ a ­“ bs.

つまり，「（単射的）可算でない」というのは，あくまで「X を重複なく命名することはできな

い」ことを述べているだけであるが，「構成的に非（単射的）可算」というのは，「どんな命名方

法を持ってきても，同名の別人が 2人いることを具体的に指摘できる」という強い性質である．R
の非可算性が構成的に成り立つ，ということは，単に単射 f : RÑ Nが存在しない，というだけ
でなく，任意の命名 f : RÑ Nに対して，名前の重複があると指摘してやればよい．
実数の単射的非可算性証明の難しい部分としては，初等解析学における通常の実数の非可算性

証明はいずれも実数の（構成的な）全射的非可算性を証明しており，単射的非可算性を直接的に

証明しているものがほとんどないという点にあるかもしれない．しかし，計算論的な実数の構成

的な非（単射的）可算性ならば，次のようにして示すことができる．

定理 3.2. 与えられた計算可能関数 f : R Ñ Nに対して，fpaq “ fpbqかつ a ­“ bなる実数

a, b P Rを計算するアルゴリズムが存在する．

Proof. 計算可能な関数 f : R Ñ N があったとしよう．つまり，次の任意精度近似ゲームに対し
て，Eは計算可能な必勝戦略を持つ．

1手目 2手目 3手目 ルール 勝利条件
A x0, ε x |x´ x0| ă δ |fpxq ´ fpx0q| ě ε

E δ |fpxq ´ fpx0q| ă ε

たとえば x0 “ 0とし，ε “ 1としよう．Eは必勝戦略に従って，2手目で δ ą 0を出してくる．

これに対して，我々は x “ δ
2 を選ぶのみである．このとき，x0 ­“ xかつ fpx0q “ fpxqである．

なぜなら，Eが勝つので，|fpxq ´ fpx0q| ă ε “ 1であるが，fpxq, fpx0q P Nであるということ
から，|fpxq ´ fpx0q| ă 1は fpxq “ fpx0qを導く．
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■位相空間論的解釈: 計算論的な実数の単射的非可算の証明は，まさに連続単射 f : RÑ Nが存
在しないことを示していることに近い．もう少し細かくみれば，関数 f P CpR,Nqに対して a ­“ b

かつ fpaq “ fpbqなる実数の対 pa, bq P R2 を返す多価関数が連続であることを示していると思っ

てもよい．

豆知識. ところで，定理 3.2のような計算論的単射的非可算性証明の微妙な点は，連続な単射 f : RÑ Nの
みを議論する点であり，通常の単射的非可算性を証明するためには，もちろん連続でない関数も考慮に入れ

る必要がある．つまり，計算論的な単射的非可算性証明は，本当の単射的非可算的証明とは質が異なる．

これを構成的立場から見直そう．もちろん普通の古典的数学では実数は単射的非可算であるし，ロシア学

派の構成的数学のような数学でも実数は単射的非可算である．しかし，古典的でもなく計算論的でもない中

途半端な直観主義的世界では，もしかしたら実数は単射的可算であるかもしれない．

実際，2010 年代になって Andrej Bauer が示したことは「無限時間チューリング機械と呼ばれる奇妙な

計算モデルによる実現可能性トポス (realizability topos)では，実数の単射的可算性が成り立つ」という衝

撃的な結果であった．ただし，Bauer の証明で無限時間チューリング機械を用いる必然性はなく，1960 年

～80 年代頃に一般再帰理論において活発に研究されていた無限的計算モデルのほとんど（たとえば任意の

Spector pointclass）で証明を代替できる．その手の一般再帰理論的計算モデルが部分組合せ代数となるこ

とは自明に分かるから，自動的に実現可能性トポスを得られるので，同様の証明が通用する．
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